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DEL I — GRUNDLAGGANDE PROBLEM

1. Givet matrisen
3 19 3h+2

Ay=11 5 h
7 39 8h—3

Bestim alla i € R for vilka avbildningen 7y, : R® — R3, x > A;x dr inverterbar.
4p

Losningsforslag. Avbildningen Ty, &r inverterbar om och endast om matrisen A, &r inver-
terbar. Vi anvinda Gausseliminering pamatrisen Ay:

3 19 3h+2 I 5 h 1 5 h 1 5 h
1 5 h ~ 13 19 3h+2|~10 4 2 | ~|0 1 05
7 39 8h—-3 7 39 8h—-3 0 4 h-3 0 0 h-5

Enligt karakteriseringen av inverterbarer matriser dr A inverterbar om och endast om A har
ett pivotelement (ledande etta) i varje rad och varje kolonn. Det géller om och endast da
h—57#0,dvsdah #5. U

Svar. Avbildningen 7}, ir inverterbar dd h € R\ {5}.
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2. Lat
1 -2 -3 -1
A= |4 -7 —-10 -3
-4 0 -4 —4
Bestim en bas till kolonnrummet ColA av A och en bas till nollrummet NulA” av AT .
(4 p)
Losningsforslag. Vi betraktar den associerade totalmatrisen av A och anviander Gausselimi-
nering:
1 -2 -3 -1 0 1 -2 -3 -1 0 1 -2 -3 -1 0
4 -7 —-10 -3 Of=|0 1 2 1 Of=|0 1 2 1 O
-4 0 -4 —4 0 0 -8 —-16 -8 0 0 0 0 0 O
I den reducerade trappstegsmatrisen finns tva pivotpositioner, namligen i den forsta och i
den andra kolonnen. Alltsa bildar den forsta och den andra kolonnen i A,

1 -2
4 och =71,
—4 0

en bas av kolonnrummet ColA. Vidare har vi att NulAT = ColA~ och speciellt giller att
dimNulA” =3 —dimColA = 3 —2 = 1. Alltsa bildar kryssprodukten

1 -2 —28
4 | x |-T7| = 8
—4 0 1
som ir ortogonal till bdda basvektorerna fér ColA en bas av NulA” . 0
1 -2 —28
Svar. 4 = 4 (, =7 ar en bas for ColA och @ = 8 4r en bas for NulA”.
—4 0 1
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0 1 2 3
P=1|0|,h=|2|,Ps=|3|.A=|5
0 1 B! 5
vara hornen av en parallelogram ITi R3. Bestim arean av I1.
(4p)
Losningsforslag. Vi observerar att
1 2 3
PB+P= 12|+ |3|=|5| =P
1 4 5

Alltsa spanns IT upp av P, och P; (betraktade som vektorer). Arean dr darmed lika med
beloppet av kryssprodukten av P, och P;, dvs

1 2 5
1P, x P3| =1 |2| x |3|]|=]]-2 :\/524_(_2)2_1_(_1)2:\/@
1| |4 -

Svar. Arean av IT dr v/30 areaenheter.
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4. Lat
1 00
A=|1 20
-1 2 4

Bestdam en diagonalmatris D och en inverterbar matris P sadana att D = P~ TAP. 4p)

Losningsforslag. Egenvirdena av en undertriangulédr matris dr lika med diagonalelementen.
Alltsa har A egenvirdena 1, 2 och 4. Motsvarande egenvektorerna ges av nollrummen av
matriserna A — I,, A — 21, och A — 41,,. Gausseliminationen ger

1 0 —1
A-L=|1 1 0|~ |—-1 2 3|~ |0 3 3| ~|(0 1 1
-1 2 3 0 00 00O 00 O
-1 0 0 1 -2 =2 1 -2 =2 1 00
A-2,=|1 0 O0f~|1 O O|~|0 2 2|(~1]0 11
-1 2 2 0O 0 O 0O 0 O 00O
-3 0 O 1 -2 0 1 -2 0 1 00
A—4l, 1 -2 0|~ |—-11 O O|~|0 2 O|~|0 1O
-1 2 0 0 0 0 0 O 0 0O
vilket visar att _
1 0 0
—1{, -1 respektive 0
1 1 1
ar egenvektorerna. Om vi sitter dessa egenvektorer som kolonnerna av en matris P, alltsa
(1 0 0
P=|-1 -1 0
11
och 1at D vara diagonalmatrisen med motsvarande egenvirdena pa diagonalen, alltsa
1 00
D=0 2 0
0 0 4

da uppfyller P och D ekvationen D = P~'AP.

]
1 0 0 1 00
Svar. P= -1 —1 0| ochD= {0 2 0| geratt P"'AP=D.
1 1 1 0 0 4
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5. Lat

yW1 = y W2 =

ke —
OO = -
—_——= = O

vara vektorer i R*. Lat W = span{w,w,} vara det linjdra holjet av w; och w,. Bestim
den ortogonala projektionen
projy (V).
(4 p)

Losningsforslag. Vi anvinder Gram-Schmidts metod for ortogonalisering och erhaller en
ortogonal bas {uj,u,} for W:

u = Wwi,
0 1 [—1/2]
<W27u1> 1 1 1/2
— — —1/2 =
un W) <u1,u1> 1 / O 1
1 0 1]
Vi anvinder den ortogonala basen for W for att berdkna projektionen av v pa W och far
1 [—1/2] 3/5
) (v,uy) (v,up) 1 1/2 7/5
rojw (v) = u + u =2/2 +4/5 =
projy (V) uu) | (ww) 2o / 1 4/5
0 1] 4/5
O
3/5
. 7/5
Svar. projy (v) = 4§5
4/5
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DEL II — AVANCERADE PROBLEM

6. Lat v = [v1,v2,v3]7 vara en vektor i R>.

(a) Visaatt Ty: R? — R3, x — v x x #r en linjir avbildning. 2p)
(b) Bestim Ay € R3*3 sadan att Ty(x) = Ayx for alla x € R3. (2 p)
Losningsforslag.
(a) For all vektorer x = [x1,x2,x3]7, ¥ = [y1,y2,y3]" in R? och alla skalirer c € R
i) [+ va(x3+y3) —v3(x2 +2)
Tv(x+y) = |[va| x [x2+y2| = |va(x1+y1) —Vvi(x3+Y3)
V3 x3+y3 vi(x2+y2) = va(x1 +y1)

(v2x3 —v3x2) 4 (v2y3 — v3y2)
= (V3X1 —V1X3)—|—(V3y1 —v1y3) =VXX+VXY
(vixa = vaxi) + (viy2 — vayi)

= Tv(x) + TV(Y) .
Vi cxq v (ex3) —v3(exp)
Ty(ex) = |va| x |exa| = [v3(exy) —vi(exs)
V3 cx3 vi(exy) —va(exy)
(vax3 —v3x2)
= ¢ |(v3x1—vix3) | =c(VXxX)
(vixa —voxy)
— CTv<X) .

Alltsé #r Ty en linjir avbildning for alla v € R3.
(b) For all x = [x1,x2,x3]" € R

(VQX3 — V3X2) 0 —V3 1% X1
L(x)= [(vax1—vix3)| = | vs 0  —vi| [x2f,
(V]X2 — V2X1) —V2 Vi 0 X3
alltsa uppfyller
0 —V3 V2
Ay = | v3 0 —v
—Vv2 V] 0
kravet.
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7. Lat V vara ett vektorrum med inre produkt (,) och 1at # = {vy,...,v,} varaen bas av V.
Lat A = (a;;) vara matrisen definierad som
ajj = <V,‘,Vj> .
Visa att det finns en matris P och en diagonalmatris D med positiva tal pa diagonalen sa
att D = PTAP.
(4p)

Losningsforslag. Matrisen A dr symmetrisk eftersom for alla i, j
aij = Vi, Vj) = (v}, Vi) = aji
enligt egenskaperna for inre produkter. Didrmed 4r matrisen A ortgonalt diagonaliserbar
och det finns en ortonormal bas € = {wj,...,w,} av egenvektorer med avseende pa skaldr

produkten i R”. Lét dy,...,d, vara motsvarande egenvirden. Dafér vi att D = PTAP nir

vi sdtter
d 0

0
0 do -~ 0
0

0O 0 :
0 0 - d,

Speciellt giller att d; = wiTAw,- for alla i. Det aterstar att visa att alla egenvirden &r positiva.
For alla vektorer z = [z1,22,...,2,]" giller att

n n
TAZ = Z Z a;jjZilj = Z Z V17VJ ZiZj = Zziviu Z ZjVj>
i=1 j=1

i=1j= i=1j=

och P=[wiwy...w,]|.

dér vi har anvént linjaritdten hos den inre produkten i bada komponenterna. Lat u; vara
vektorn som uppfyller att [u;] = w;. Da dr u; # 0 och

d; = WITAWi = <lll',ll,'> >0

enligt egenskaperna av en inre produkt. U
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8. Lat A € R™*" vara en matris och k € N en naturligt tal sa att AK £ 0 och A**! = 0.
(a) Visaatt I,,A,A?, --- A dr linjirt oberoende. 2p)
(b) Visa att I, — A dr inverterbar. 2p)

Losningsforslag. Vi borjar med en att observera att om A” = 0 for ndgot naturligt tal n sd ar
A™ = 0 for alla m > n eftersom A”™ = A" -A™" =(0-A"" = 0. Fran det far vi ocksa att
om A" # 0 da dr A® # 0 for alla ¢ < n. Speciellt har vi i vira fall att A” =0 om n > k+ 1
ochA™ #0omn <k.

(a) Vi gor ett motsigelsebevis och antar att ,,,A,A2, -, AX ir linjdr beroende. D4 finns
det reella tal cg,cy,...,ck, inte alla noll, s att col, +c1A+ -+ c A = 0. Lat i < k
vara det minsta index sadan att ¢; # 0. Da far vi att

A+ AT b Ak =0 & Al=— (ﬂAiH +~-+3A’<) .

Ci Ci
Om vi multiplicerar bida sidorna av ekvationen med A~/ far vi att
Ak = (Gl gkt SR a2k
Ci Ci

eftersom AAT!1 = ... = A2~/ = 0. Allts4 har vi fitt en motsigelse mot att A¥ £ 0 och
vi drar slutsatsen att det inte kan finnas nagot linjért beroende.
(b) Vi kan skriva upp ett uttryck for inversen till 7, —A som

(I —A) ' =1L +A+ A%+ + A
Detta giller eftersom
(I —A) (I +A+A2+- A5 = (L +A+A?+ AN —(A+ A2+ A3+ AR
In _Ak+1
= 1.
Vi kan ocksa se att [, — A &r inverterbar genom att se att 1 annars skulle vara ett
egenvirde till A, vilket skulle ge att det finns en vektor x # 0 med Ax = x. Detta

motsiger att AKT!1 =0, eftersom A !x = Afx = ... =x #£0.
O



