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Anteckna på varje blad: Namn, utbildningslinje, årskurs och problemnummer.
Tillåtna hjälpmedel: Formelblad som delas ut. Räknedosa ej tillåten!
Examinator: Edwin Langmann (langmann@kth.se)
Ansvarig lärare: Per Moosavi (pmoosavi@kth.se)
Bonuspoängen från kursomgången HT17 adderas till första uppgiften, dock ger upp-
giften max 6 poäng totalt.
Poäng: Varje uppgift kan ge 6 poäng. Betygsgränserna finns på kurshemsidan (kurs-PM).
Motivera utförligt! Otillräckliga motiveringar kan medföra poängavdrag.

Notation: (x, y, z) är kartesiska koordinater, och r = xex + yey + zez är ortsvektorn.
(ρ,ϕ, z) är cylinderkoordinater definierade genom x = ρ cosϕ, y = ρ sinϕ, z = z. (r, θ,ϕ)
är sfäriska koordinater definierade genom x = r sin θ cosϕ, y = r sin θ sinϕ, z = r cos θ.

Uppgift 1:

a) Vorticitetsekvationen för en vätska med hastighetsfält v har en icke-linjär term

∇× [v × (∇ × v)]. (1)

Visa att uttrycket i (1) försvinner om v = v(ρ)ez, där ρ =
√
x2 + y2, vilket beskriver

ett flöde genom ett cylindriskt rör i z-riktningen. [3p]

b) Betrakta hastighetsfältet v hos en vätska med en virvel kring z-axeln,

v =
K

x2 + y2
(−yex + xey), K > 0.

Beräkna cirkulationen ∮C v ⋅ dr för en cirkel C i xy-planet med radie R > 0 och
centrum i origo som är positivt orienterad om C betraktas ovanifrån. [3p]

Uppgift 2: Givet konstant vektor Ω och vektorfält v, visa m.h.a. indexnotation att:

a) ∇× (Ω × r) = aΩ, där a är en konstant som ska bestämmas. [3p]

b) (v ⋅ ∇)v + v × (∇ × v) = b∇∣v∣2, där b är en konstant som ska bestämmas. [3p]

Uppgift 3: Låt Aij och Bij vara komponenterna av två kartesiska tensorfält.

a) Definiera vad det innebär att Aij är symmetrisk och Bij är antisymmetrisk. [1p]

b) Vilken ordning har: (i) AijBkl, (ii) AijBklδjk och (iii) AijBklδijδkm? [2p]

c) Antag att Aij är symmetrisk och Bij är antisymmetrisk i ett koordinatsystem K.
Visa att (i) A′

ij är symmetrisk och (ii) B′

ij är antisymmetrisk i alla koordinatsystem
K ′ som erhålls från K via transformationen x′i = Lijxj .

1 [3p]
1Transformationskoefficienterna Lij satisfierar LjiLjk = LijLkj = δik.
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Uppgift 4: Elliptiska cylinderkoordinater (u, v,w) definieras genom2

x = a coshu cos v, y = a sinhu sin v, z = w,

där u ∈ [0,∞), v ∈ [0,2π) och w ∈ (−∞,∞). (a > 0 är en konstant.)

a) Visa att skalfaktorerna är

hu = a
√
f(u)2 − cos2 v, hv = a

√

cosh2 u − g(v)2, hw = 1,

där f(u) och g(v) är funktioner som ska bestämmas, och beräkna enhetsvektorerna
eu, ev och ew. (Ortogonalitet behöver ej visas.) [3p]

b) Låt

A =
a

2
[

sinhu coshu + u
√

cosh2 u − cos2 v
eu −

sin v cos v + v
√

cosh2 u − cos2 v
ev] .

Beräkna div A. [3p]

Uppgift 5: En ideal inkompressibel vätska strömmar förbi en oändligt lång cylinder
med radie R > 0. Vätskans hastighetsfältet v har en skalärpotential Φ. Eftersom vätskan
är inkompressibel är ∇ ⋅ v = 0.

a) Visa att Φ satisfierar Laplaces ekvation ∇2Φ = 0 utanför cylindern. [1p]

Inför cylinderkoordinater så att z-axeln sammanfaller med cylinderns axel. Pga. symmetri
beror Φ ej på z. Antag att v är parallell med x-axeln långt från cylindern, vilket ger ett
randvillkor: Φ = v0ρ cosϕ för stora ρ. (v0 är en konstant.)

b) Ett rimligt antagande är att ingen vätska strömmar genom cylindern. Visa att detta
ger ett andra randvillkor: ∂

∂ρΦ = 0 då ρ = R. [1p]

c) Ansätt Φ(ρ,ϕ) = f(ρ) cosϕ utanför cylindern. Visa att detta ger följande randvär-
desproblem:

⎧⎪⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

ρ2f ′′(ρ) + ρf ′(ρ) − f(ρ) = 0 (R < ρ < ∞),

f(ρ) → v0ρ då ρ→∞,

f ′(R) = 0.

(2)

Visa att f(ρ) = Aρ−1+Bρ är en lösning till (2), där A och B är konstanter som ska
bestämmas. Slutligen, beräkna v utanför cylindern. [4p]

2Kom ihåg: coshu = (eu + e−u)/2, sinhu = (eu − e−u)/2 och cosh2 u − sinh2 u = 1.
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Uppgift 6: Låt u = u(r, t) beteckna neutrondensiteten inuti ett homogent klot av uran
med radie R > 0. Neutronströmtätheten ges av Ficks lag j = −D∇u och produktionen av
neutroner pga. uranets sönderfall modelleras av en källterm κ = λu, där D > 0 och λ > 0
är givna konstanter.3

Betrakta en godtycklig delvolym V av klotet med begränsningsyta S. Låt M(t) vara
den totala massan av neutroner i V , Φ(t) det totala neutronflödet in genom S och P (t)
den totala neutronproduktionen i V .4

a) Uttryck M(t), Φ(t) och P (t) som integraler av u, j resp. κ. Relatera förändringen
i M(t) till Φ(t) och P (t) och härled därifrån en kontinuitetsekvation

∂u

∂t
+ b∇ ⋅ j = cu, (3)

där b och c är konstanter som ska bestämmas. Slutligen, kombinera (3) och Ficks
lag för att härleda en partiell differentialekvation för u.

Betrakta nu hela klotet. Vi vill formulera ett randvärdesproblem för den stationära lös-
ningen i fallet då vi har introducerat en extra neutronkälla i klotets centrum med konstant
neutronproduktion Q.5 Vi får två randvillor, varav det ena är u = 0 på klotets yta.

b) Visa att det andra randvillkoret är

ru→
Q

4πD
då r → 0+,

där r = ∣r∣ är avståndet från origo.

Ledning: Relatera Q till neutronflödet ut ur en liten sfär med radie ε > 0 och
centrum i origo.

c) Motivera och använd symmetriresonemang för att skriva upp randvärdesproblemet
(jmf. (2)) för den stationära lösningen u(r) som enbart beror på r. Eventuella
differentialoperatorer ska uttryckas med d/dr. (Randvärdesproblemet ska ej lösas.)

[6p]

Lycka till!

3u har enheten massa per volymsenhet; j har enheten massa per area- och tidsenhet; κ har enheten
massa per volyms- och tidsenhet.

4M(t) har enheten massa; Φ(t) och P (t) har enheten massa per tidsenhet.
5Q har enheten massa per tidsenhet.
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Teoretisk Fysik, KTH

Formelblad Vektoranalys

Följande formler gäller i ett ortogonalt, kroklinjigt koordinatsystem med koordina-
terna u1, u2, u3, basvektorerna e1, e2, e3 och skalfaktorerna h1, h2, h3 :

• dr = h1 du1 e1 + h2 du2 e2 + h3 du3 e3

• gradφ =
1

h1

∂φ

∂u1
e1 +

1

h2

∂φ

∂u2
e2 +

1

h3

∂φ

∂u3
e3

• divA =
1

h1h2h3

[
∂

∂u1

(
h2h3A1

)
+

∂

∂u2

(
h3h1A2

)
+

∂

∂u3

(
h1h2A3

)]

• rotA =
1

h1h2h3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

h1e1 h2e2 h3e3

∂

∂u1

∂

∂u2

∂

∂u3

h1A1 h2A2 h3A3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

• div gradφ =
1

h1h2h3

[
∂

∂u1

(h2h3

h1

∂φ

∂u1

)
+

∂

∂u2

(h3h1

h2

∂φ

∂u2

)
+

∂

∂u3

(h1h2

h3

∂φ

∂u3

)]

där A1, A2 och A3 är de kroklinjiga komponenterna av vektorfältet A,

A = A1 e1 + A2 e2 + A3 e3.

Specialfall

Cylinderkoordinater: hρ = 1, hϕ = ρ, hz = 1.

Sfäriska koordinater: hr = 1, hθ = r, hϕ = r sin θ.

ǫ-δ-relationen (tensornotation)

ǫijkǫkℓm = δiℓδjm − δimδjℓ

Stokes sats (tensornotation)
∫

S

ǫrst∂tAjk...dSs =

∮

C

Ajk...dxr

Gauss sats (tensornotation)
∫

V

∂iAjk...dV =

∮

S

Ajk...dSi



Lösningsförslag

OBS: Jag skrev ihop lösningsförslagen hastigt. Jag är tacksam om ni påpekar eventuella
felskrivningar via mejl till: pmoosavi@kth.se

Uppgift 1:

a) Från lösning till Hemtal 2, Uppgift 2b):

Skalfaktorerna i cylinderkoordinater är hρ = hz = 1 och hϕ = ρ. Låt v′(ρ) = dv(ρ)
dρ .

För v = v(ρ)ez,

∇× v =
1

ρ

RRRRRRRRRRRRRRR

eρ ρeϕ ez
∂
∂ρ

∂
∂ϕ

∂
∂z

0 0 v(ρ)

RRRRRRRRRRRRRRR

= −v′(ρ)eϕ

Ô⇒ v × (∇ × v) = v(ρ)v′(ρ)eρ

Ô⇒ ∇× [v × (∇ × v)] =
1

ρ

RRRRRRRRRRRRRRR

eρ ρeϕ ez
∂
∂ρ

∂
∂ϕ

∂
∂z

v(ρ)v′(ρ) 0 0

RRRRRRRRRRRRRRR

= 0 .

b) Från lösning till Hemtal 3, Uppgift 3b):

Parametrisera C genom r(ϕ) = R(cosϕ, sinϕ,0) där ϕ går från 0 till 2π. Tangenten
ges av dr(ϕ)/dϕ = R(− sinϕ, cosϕ,0). Således är

∮
C

v ⋅ dr = ∫
2π

0

K

R2
R(− sinϕex + cosϕey) ⋅R(− sinϕex + cosϕey)dϕ = 2πK .

Uppgift 2:

a)
[∇ × (Ω × r)]i = εijk∂jεklmΩlxm = (δilδjm − δimδjl)Ωlδjm

= Ωiδjj −Ωjδij = 3Ωi −Ωi = [2Ω]i Ô⇒ a = 2 .

b)
[(v ⋅ ∇)v + v × (∇ × v)]i = vj∂jvi + εijkvjεklm∂lvm

= vj∂jvi + (δilδjm − δimδjl)vj∂lvm

= vj∂ivj =
1

2
∂ivjvj = [

1

2
∇∣v∣

2
]
i
Ô⇒ b =

1

2
.

Uppgift 3:

a) Aij och Bij är symmetrisk resp. antisymmetrisk om

Aij = Aji , Bij = −Bji .
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b) Ordningarna är (i) 4 , (ii) 2 resp. (iii) 2 .

c) Komponenterna i K ′ satisfierar

A′

ij = LikLjlAkl = LikLjlAlk = LjlLikAlk = A
′

ji

och
B′

ij = LikLjlBkl = −LikLjlBlk = −LjlLikBlk = −B
′

ji.

Uppgift 4:

a) Vi har
∂r

∂u
= a (sinhu cos vex + coshu sin vey) ,

∂r

∂v
= a (− coshu sin vex + sinhu cos vey) ,

∂r

∂w
= ez.

Använder att sinh2 u cos2 v+cosh2 u sin2 v = (cosh2 u−1) cos2 v+cosh2 u(1−cos2 v) =
cosh2 u − cos2 v. Från definitionen av skalfaktorer får vi således

hu = hv = a
√

cosh2 u − cos2 v, hw = 1,

vilket innebär att f(u) = coshu och g(v) = cos v, och enhetsvektorerna blir

eu =
1

√
cosh2 u − cos2 v

(sinhu cos vex + coshu sin vey) ,

ev =
1

√
cosh2 u − cos2 v

(− coshu sin vex + sinhu cos vey) ,

ev = ez.

b) Från formelbladet får vi

div A =
1

a2(cosh2 u − cos2 v)
[
∂

∂u
(a2

sinhu coshu + u

2
) −

∂

∂v
(a2

sin v cos v + v

2
)]

=
1

cosh2 u − cos2 v
[

cosh2 u + sinh2 u + 1

2
−

cos2 v − sin2 v + 1

2
]

=
1

cosh2 u − cos2 v
[cosh2 u − cos2 v] = 1 .

Uppgift 5:

a) Eftersom Φ är en skalärpotential till v kan vi skriva v = ∇Φ. (Alternativt kan man
använda den etablerade konventionen v = −∇Φ, men i den här lösningen används
den förstnämnda.) Således är

∇
2Φ = ∇ ⋅ v = 0.
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b) Att ingen vätska strömmar genom cylindern motsvarar att hastighetsfältet i nor-
malriktningen är noll, dvs.

eρ ⋅ v = 0 då ρ = R,

och eftersom
v = ∇Φ =

∂Φ

∂ρ
eρ +

1

ρ

∂Φ

∂ϕ
eϕ (4)

i cylinderkoordinater (Φ är oberoende av z) får vi

∂

∂ρ
Φ = 0 då ρ = R. (5)

c) Ansätt Φ(ρ,ϕ) = f(ρ) cosϕ. Eftersom Φ = v0ρ cosϕ för stora ρ måste f(ρ) = v0ρ
för stora ρ, och från (5) får vi f ′(R) = 0. I cylinderkoordinater är

∇
2Φ =

1

ρ
[
∂

∂ρ
(ρ
∂Φ

∂ρ
) +

∂

∂φ
(

1

ρ

∂Φ

∂ϕ
)] =

1

ρ
[f ′(ρ) + ρf ′′(ρ) −

1

ρ
f(ρ)] cosϕ.

Eftersom ∇2Φ = 0 för ρ > R får vi att (2) måste vara uppfyllt.

Ansätt f(ρ) = Aρ−1 +Bρ. Då är f ′(ρ) = −Aρ−2 +B och f ′′(ρ) = 2Aρ−3. Således är

ρ2f ′′(ρ) + ρf ′(ρ) − f(ρ) = 2Aρ−1 −Aρ−1 +Bρ −Aρ−1 −Bρ = 0.

För stora ρ går f(ρ) mot Bρ, vilket tillsammans med det första randvillkoret
innebär att B = v0, och från det andra randvillkoret får vi A = BR2 = v0R

2. Således
är

f(ρ) = v0 (
R2

ρ
+ ρ) Ô⇒ Φ(ρ,ϕ) = v0 (

R2

ρ
+ ρ) cosϕ. (6)

Slutligen, från (4) och (6) får vi att hastighetsfältet är

v = v0 (1 −
R2

ρ2
) cosϕeρ − v0 (1 +

R2

ρ2
) sinϕeϕ

för R < ρ < ∞.

Uppgift 6:

a) M(t) = ∭V udV , Φ(t) = −∯S j ⋅ nds, där enhetsnormalen n pekar ut från V , och
P (t) = ∭V κdV . Förändringen i massa kan antigen orsakas av flödet in genom S
resp. produktionen i V , dvs.

d

dt
M(t) = Φ(t) + P (t),

vilket efter tillämpning av Gauss sats på integralen i Φ(t) ger

∭
V
[
∂u

∂t
+∇ ⋅ j − κ]dV.
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Eftersom V är godtycklig samt κ = λu måste

∂u

∂t
+∇ ⋅ j = λu

i hela klotet, vilket innebär att b = 1 och c = λ . Från Ficks lag j = −D∇u får vi

∂u

∂t
−D∇2u = λu . (7)

b) Betrakta en liten sfär med radie ε > 0 med centrum i origo. Då gäller att

Q = ∮
r=ε

j ⋅ dS = ∮
r=ε

(−D∇u) ⋅ erdS

= ∫

π

θ=0
∫

2π

ϕ=0
(−D)

∂u

∂r
∣
r=ε

ε2 sin θdθdϕ = −4πDε2
∂u

∂r
∣
r=ε

,

vilket ger
∂u

∂r
∣
r=ε

= −
Q

4πD

1

ε2
Integrera
Ô⇒

m.a.p. ε
u∣r=ε =

Q

4πD

1

ε
+C,

där C är en konstant. Eftersom C är oberoende av ε följer att εC → 0 då ε → 0+,
vilket innebär att

εu∣r=ε →
Q

4πD
då ε→ 0+.

Om vi ersätter ε med r får vi det sökta randvillkoret.

c) Klotet är homogent och såldes är vårt område rotationssymmetriskt. Våra randvill-
kor är också rotationssymmetriska. Således kommer u enbart bero på r och varken
på θ eller ϕ i sfäriska koordinater. Eftersom vi söker den stationära lösningen är u
och tidsoberoende. Alltså: den stationära lösningen u = u(r) beror enbart på r.

Differentialekvationen i (7) blir därmed

D∇2u + λu = 0

där ∇2u = 1
r2

d
dr

(r2 dudr )) i sfäriska koordinater. Således får vi randvärdesproblemet

⎧⎪⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

d2

dr2
u(r) + 2

r
d
dru(r) +

λ
Du(r) = 0 (0 ≤ r < R),

ru(r) → Q
4πD då r → 0+,

u(R) = 0.
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