TENTAMEN [ VEKTORANALYS

SI1146 och SI1140 Del 1, HT17
Fredagen den 20:e oktober 2017

Anteckna pa varje blad: Namn, utbildningslinje, arskurs och problemnummer.
Tillatna hjilpmedel: Formelblad som delas ut. Raknedosa ej tillaten!

Examinator: Edwin Langmann (langmann@kth.se)

Ansvarig liarare: Per Moosavi (pmoosavi@kth.se)

Bonuspoingen fran kursomgéngen HT17 adderas till férsta uppgiften, dock ger upp-
giften max 6 podng totalt.

Poéng: Varje uppgift kan ge 6 poéng. Betygsgrianserna finns pa kurshemsidan (kurs-PM).
Motivera utforligt! Otillrackliga motiveringar kan medféra podngavdrag.

Notation: (z,y,2) ér kartesiska koordinater, och r = ze, + ye, + ze, &r ortsvektorn.
(p, p,2z) ar cylinderkoordinater definierade genom x = pcosy, y = psing, z = z. (r,0,¢)
ar sfariska koordinater definierade genom x = rsinf cosp, y = rsinfsiny, z = rcosf.

Uppgift 1:
a) Vorticitetsekvationen for en vitska med hastighetsfilt v har en icke-linjir term
Vx[vx(Vxv)]. (1)

Visa att uttrycket i (1) forsvinner om v = v(p)e,, dir p = /22 + 32, vilket beskriver
ett fléde genom ett cylindriskt ror i z-riktningen. [3p]

b) Betrakta hastighetsfiltet v hos en vitska med en virvel kring z-axeln,

K
5 (-ye, +zey), K >0.

v ——
22 +y

Berdkna cirkulationen fcv -dr for en cirkel C' i xzy-planet med radie R > 0 och
centrum i origo som &r positivt orienterad om C' betraktas ovanifran. [3p|

Uppgift 2: Givet konstant vektor €2 och vektorfilt v, visa m.h.a. indexnotation att:

a) Vx(Qxr)=af2, dir a ar en konstant som ska bestdmmas. [3p]

b) (v-V)v+vx(Vxv)=>bV|v|]?, dir b ir en konstant som ska bestdmmas. [3p]

Uppgift 3: Lat A;; och B;; vara komponenterna av tva kartesiska tensorfalt.

a) Definiera vad det innebér att A;; dr symmetrisk och B;; ér antisymmetrisk. [1p]
b) Vilken ordning har: (1) AijBkl7 (11) AijBkldjk och (111) Angkléz](;km? [2p]

c) Antag att A;; dr symmetrisk och B;; &r antisymmetrisk i ett koordinatsystem K.
Visa att (i) Aj; dr symmetrisk och (ii) Bj; &r antisymmetrisk i alla koordinatsystem
K’ som erhalls fran K via transformationen z = L;jx;." [3p]

1 . . .
Transformationskoefficienterna L;; satisfierar Lj;Lj, = LijLi; = 6;k.



Uppgift 4: Elliptiska cylinderkoordinater (u,v,w) definieras genom?

x =acoshucosv, y=asinhusinv, 2z=w,
dér u € [0,00), v €[0,27) och w € (—o00,00). (a >0 &r en konstant.)

a) Visa att skalfaktorerna &r

hy = ay/f(uw)2 —cos2v, h, =ay/cosh®u—g(v)2, hy =1,

dar f(u) och g(v) ar funktioner som ska bestammas, och berédkna enhetsvektorerna
ey, €, och e,. (Ortogonalitet behover €] visas.) [3p|

b) Lat

a | sinhucoshu +u sinvcosv +v
A_ = — > eu — 5 eq_) .
2 [ Vecosh?u - cos2 v vV cosh” u — cos? v
Berékna div A. [3p|

Uppgift 5: En ideal inkompressibel véitska strommar forbi en oandligt lang cylinder
med radie R > 0. Vétskans hastighetsfiltet v har en skaldrpotential ®. Eftersom véitskan
ar inkompressibel ar vV -v = 0.

a) Visa att ® satisfierar Laplaces ekvation V2® = 0 utanfér cylindern. [1p]

Infor cylinderkoordinater sa att z-axeln sammanfaller med cylinderns axel. Pga. symmetri
beror ® ej pa z. Antag att v ar parallell med x-axeln langt fran cylindern, vilket ger ett
randvillkor: ® = vgpcos ¢ for stora p. (vp &r en konstant.)

b) Ett rimligt antagande ar att ingen vétska strommar genom cylindern. Visa att detta
ger ett andra randvillkor: 6%(1) =0da p=R. [1p|

c) Ansatt ®(p, ) = f(p) cos utanfor cylindern. Visa att detta ger foljande randvér-

desproblem:
P> f"(p) +pf'(p) = f(p) =0 (R<p<oo),
f(p) = vop da p — oo, (2)
f'(R)=0.

Visa att f(p) = Ap~t + Bp ir en 16sning till (2), dér A och B dr konstanter som ska
bestdmmas. Slutligen, berikna v utanfor cylindern. [4p]

*Kom ihag: coshu = (e“ +e™™)/2, sinhu = (" — e™*)/2 och cosh? u — sinh?® u = 1.



Uppgift 6: Lat u=wu(r,t) beteckna neutrondensiteten inuti ett homogent klot av uran
med radie R > 0. Neutronstromtéatheten ges av Ficks lag j = —DVwu och produktionen av
neutroner pga. uranets sonderfall modelleras av en kéllterm k = Au, ddr D >0 och A > 0
ar givna konstanter.?

Betrakta en godtycklig delvolym V' av klotet med begransningsyta S. Lat M (t) vara
den totala massan av neutroner i V, ®(¢) det totala neutronflédet in genom S och P(t)
den totala neutronproduktionen i V.4

a) Uttryck M(t), ®(t) och P(t) som integraler av u, j resp. k. Relatera forandringen
i M(t) till @(t) och P(t) och hérled déarifran en kontinuitetsekvation

Ou

T +bV-j=cu, (3)

dér b och ¢ ar konstanter som ska bestdimmas. Slutligen, kombinera (3) och Ficks
lag for att hérleda en partiell differentialekvation for w.

Betrakta nu hela klotet. Vi vill formulera ett randviardesproblem fér den stationéra 16s-
ningen i fallet da vi har introducerat en extra neutronkélla i klotets centrum med konstant
neutronproduktion Q.% Vi far tva randvillor, varav det ena ar u = 0 pa klotets yta.

b) Visa att det andra randvillkoret &r
ru - Q. dar— 0",
4D

dar r = |r| 4r avstandet fran origo.

Ledning: Relatera @ till neutronflédet ut ur en liten sfir med radie € > 0 och
centrum 1i origo.

¢) Motivera och anvind symmetriresonemang for att skriva upp randvéirdesproblemet
(jmf. (2)) for den stationdra losningen u(r) som enbart beror pa r. Eventuella
differentialoperatorer ska uttryckas med d/dr. (Randvérdesproblemet ska ej losas.)

[6p]

Lycka till!

3u har enheten massa per volymsenhet; j har enheten massa per area- och tidsenhet; k har enheten
massa per volyms- och tidsenhet.

4 M (t) har enheten massa; ®(t) och P(t) har enheten massa per tidsenhet.

Q har enheten massa per tidsenhet.



Teoretisk Fysik, KTH

Formelblad Vektoranalys

Foljande formler géller i ett ortogonalt, kroklinjigt koordinatsystem med koordina-
terna uq, uo, us, basvektorerna ey, es, ez och skalfaktorerna hq, hs, hs:

o dr = hl du1 e + hg dUQ e + h3 dU3 €3

109 1 9o 1 9¢
° gradqb = hl au1 e + hg 8?1,2 es + hg 8U3 €3
: 1 [0 0 0
o divA = h1h2h3 _8—711 (hgthl) + a—UZ(hghlAg) + a—ltg(hthA3)
h161 hQGQ h3€3
1 0 0 0
tA= = =z
* o hlhghg 8u1 aUQ 8U3
h1A1 thg h3A3
, 1 [0 [hohs 0 8 [hshy 0 & [hihy O
* legfad¢ N h1h2h3 [(Ml( hl 8u1) + 8u2< hg (9u2> + 8u3( hg 8’&3)

dar A, Ay och As ar de kroklinjiga komponenterna av vektorfiltet A,
A=Ae+Are;+ Ases.
Specialfall

Cylinderkoordinater: h, =1, h,=p, h,=1.
Sfériska koordinater: h, =1, hg =7, hy, =rsind.

e-d-relationen (tensornotation)
€ijk€ktm — 5ie5jm - 5im5j£

Stokes sats (tensornotation)

/6rstatAjk..‘dSs = % A]kdxr
S C

Gauss sats (tensornotation)

/@Ajk,_dv :%Ajk,_dSi
|4 S



Losningsforslag

OBS: Jag skrev ihop 16sningsforslagen hastigt. Jag dr tacksam om ni papekar eventuella
felskrivningar via mejl till: pmoosavi@kth.se

Uppgift 1:
a) Fran l6sning till Hemtal 2, Uppgift 2b):
Skalfaktorerna i cylinderkoordinater &r h, = h, = 1 och hy, = p. Lat v'(p) = dil(pp ).

For v =v(p)e,,

Vxv=

— v (Txv) = 0(p)V (p)ey

|y ey
:>V><|:V><(V><V)]=— p 9o $:@.

Plote)'(p) 0 0

b) Fran 16sning till Hemtal 3, Uppgift 3b):

Parametrisera C' genom r(y) = R(cos ¢, sin g, 0) dér ¢ gar fran 0 till 27. Tangenten
ges av dr(y)/dp = R(—sinp, cos ¢,0). Saledes ar

2 K
ygv -dr = ER(—sin e, + cos ey ) - R(—sinpe, + cos pe, )dy = .
0

Uppgift 2:
a)
[V x (Qx1)]i = €10 €im%m = (810 jm = Oim051) b jm
= Qi(sjj - Qj(sij = 3Ql - Qz = [29]1 — .

b)
[(v-V)V+V x(VxV)]; =v;0jv; + €,Vj€kimOUm
= ’Ujajvi + (5il5jm - 5im6jl)vj8lvm
1 1 1
= Ujai’l}j = 58,;1)]-21]- = |:§V|V|2:|i = |b= 5 .
Uppgift 3:

a) A;j och Bj; &r symmetrisk resp. antisymmetrisk om

| Ay = Aji

| Bij = -Bji|
‘ j j




b) Ordningarna ér (i) [4], (ii) [2] resp. (iii) [2]

¢) Komponenterna i K’ satisfierar

1,

Ajj = LieLji A = LigLji A = Lt Lin Ay, = Aj;

och
Bj; = LixLjiBy; = —Lix Lji Bix = —Lj Lix By, = - Bj;.
Uppgift 4:
a) Vi har
Or . .
e (sinhu cosve, + coshusinvey),
U
or . .
55 =~ (- coshusinve, +sinhucosvey),
v
or
— =e,.
ow

2 2

Anvénder att sinh? u cos? v+cosh? usin® v = (cosh? u—1) cos? v+cosh? u(1-cos? v) =

cosh? u — cos? v. Fran definitionen av skalfaktorer far vi saledes
2
hy = hy = aVcosh®u —cos?2v, hy =1,

vilket innebér att f(u) = coshu och g(v) = cosv, och enhetsvektorerna blir

1
e, = (sinhu cosve, + coshusinvey) ,
V4 2. — cos2
cosh” u — cos? v
1
e, = (- coshusinve, +sinhucosvey),
Veosh? u - cos? v
e, =e,.
b) Fran formelbladet far vi
div A = 21 [2 (agsinhucoshu+u)_g(azsinvcosv+v)]
a?(cosh”u — cos?v) LOu 2 ov 2
B 1 cosh?u+sinh?u+1  cos?v—sin®v +1
cosh? u — cos2v 2 2
1 2 2
=———————|cosh®u—cos“v|=|1]
cosh? u — cos2 v [ ]
Uppgift 5:
a) Eftersom ® &r en skaldrpotential till v kan vi skriva v = V®. (Alternativt kan man
anvanda den etablerade konventionen v = -V®, men i den héir l6sningen anvéinds

den forstndmnda.) Séaledes &r

VP =V -v=0.



b) Att ingen vitska strommar genom cylindern motsvarar att hastighetsfiltet i nor-

malriktningen ar noll, dvs.
e, v=0dap=R,

och eftersom

0P 109
v=V®d= a_pep + ;%ew (4)
i cylinderkoordinater (® &r oberoende av z) far vi
9 .
—d=0dap=R. (5)
dp

Ansétt ®(p,p) = f(p) cosp. Eftersom ® = vgpcosy for stora p maste f(p) = vop
for stora p, och fran (5) far vi f'(R) = 0. I cylinderkoordinater ar

170 0P 0 (109 1 1

Vi = - [— (p—) + (——)] == [f’(p) +pf"(p) - —f(p)] cos .
plop\" 0p) 0 \pdp/l p p

Eftersom V2® =0 for p > R far vi att (2) maste vara uppfyllt.

Ansiitt f(p) = Ap™' + Bp. Da ir f'(p) = —Ap~2 + B och f"(p) = 24p~3. Saledes &r

P2 1" (p) +pf'(p) = F(p) =24p™ = Ap™ + Bp— Ap™ = Bp=0.

For stora p gar f(p) mot Bp, vilket tillsammans med det forsta randvillkoret
innebér att B = v, och fran det andra randvillkoret far vi A = BR? = vgR?. Saledes

ar
2

2
f(p)=vo(R—+p) o ‘P(p,¢)=vo(R—+p)coscp- (6)
p p

Slutligen, fran (4) och (6) far vi att hastighetsféltet &ar

R? R?
vV =1g (1 - ?)cosapep - (1 + F)sing&e@

for R < p < oo.

Uppgift 6:

a)

M(t) = [, udV, ®(t) = - ffj- nds, dir enhetsnormalen n pekar ut fran V', och
P(t) = [If,, kdV. Forandringen i massa kan antigen orsakas av flodet in genom S
resp. produktionen i V', dvs.

%M(t) =®(t) + P(t),

vilket efter tillimpning av Gauss sats pa integralen i ®(t) ger

7



Eftersom V ar godtycklig samt x = Au maste

ou
= Si= A
8t+v'] U

i hela klotet, vilket innebéar att ’b =1 ‘ och ‘ c=A ‘ Fran Ficks lag j = -DVu far vi

ou 9
=Z_D =\l
" Viu = Au (7)

Betrakta en liten sfiar med radie € > 0 med centrum i origo. D4 géller att
Q=¢ jas=¢ (-Dvu)-e.ds

™ 27 au 9 . ) 8'11,
= -D)— 0dfdy = —4mDe” —
A:O cp:O( ) o €”sin % wDe 3 ,

r=e T lp=e
vilket ger
ou Q 1 Integrera Q 1
- = == Ulp=e = —=— 10,
or|... 4nDe? map.e AnD e

dar C ar en konstant. Eftersom C' ar oberoende av € foljer att eC — 0 da e —» 0%,
vilket innebéar att

EU|pee = % dae—-0".

Om vi ersatter € med r far vi det sokta randvillkoret.

Klotet dr homogent och saldes ar vart omrade rotationssymmetriskt. Vara randvill-
kor dr ocksa rotationssymmetriska. Saledes kommer u enbart bero pa r och varken
pa 0 eller ¢ i sfariska koordinater. Eftersom vi soker den stationéra 16sningen &r u
och tidsoberoende. Alltsé: den stationdra losningen u = u(r) beror enbart pa r.

Differentialekvationen i (7) blir ddrmed
DV2u+ X u=0

dir v2u = rigd% (TQ%)) i sfariska koordinater. Saledes far vi randvéardesproblemet

%u(r) + %d%u(r) + %u(r) =0 (0<r<R),

ru(r) - % da r - 0",
u(R) =0.




