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1. En vateatom ar i tillstandet

U(r) = \/Ll—o(%oo + 29911 + 200210 + Yo1-1)

dar Y, ar energiegentillstanden.
(a) Bestam mojliga métvirdena pa energin samt sannolikheterna att fa dessa vérden.
(b) Berdkna véntevirdet av L,.

(c) Berdkna véntevirdet av L,.

2. Den harmoniska oscillatorn kan anvindas fér att modellera vibrationer hos molekyler.
Morse-potentialen for vibrationer kring jamviktsbindningslangden xy hos en diatomér
molekyl &ar

V= D(efQ(x(azfxo) . 26704(:1:710))

dir D, « dr positiva konstanter. Bindningsenergin dr —D och o? = w?u/(2D) dir u ér
molekylens effektiva massa.

(a) Visa att en harmonisk oscillatorpotential fas for sméa vibrationer dvs nér |z — x| ar
liten och ange energinivaerna.

(b) Bestdm den kubiska korrektionen till Morse-potentialen. Behandla denna som en
storning och berédkna forsta ordningens korrektion till energinivaerna.

3. Tre partiklar kan ockupera ortogonala enpartikeltillstand ., 14, 1.. Enpartikeltill-
standen innehaller &ven spinnet om partiklarna har spinn. Beroende pa partikelslag kan
enpartikeltillstanden ockuperas av mer an en partikel.

(a) Hur ménga olika oberoende trepartikeltillstand finns om partiklarna ar sirskiljbara?
(b) Ange samtliga trepartikeltillstand om partiklarna &r identiska bosoner.

(c) Ange samtliga trepartikeltillstand om partiklarna &r identiska fermioner.

VAND!



4. Vid lag temperatur kan rotationsrorelse hos en diatomér molekyl modelleras som en
rotor med Hamiltonoperator
L2
HY=—
21
dér L ar rorelseméangdsmomentet och konstanten [ ar trohetsmomentet. I ett svagt elekt-
riskt falt E = £e, stors systemet av potentialen

V = —-DE cos b

dar konstanten D ar dipolmomentet. Antag att storningen slas pa vid tiden ¢ = 0 nér
rotorn &r i grundtillstandet. Bestam vilka tillstand som kan exciteras och sannolikheten
for att hitta rotorn i dessa tillstand vid tiden t.

5. En vateatom stors av en kombination av ett palagt magnetfilt och av hyperfinstruktur.
Storningen ges av
VBB 4 98) + A8
h h?
dér L. ar rorelseméngdsmomentets z-komponent, S, elektronspinnets z-komponent, S
elektronspinnet, och I vitekérnans protonspinn. Ovriga kvantiteter i V' #r konstanter.
Berakna forsta ordningens korrektion till grundtillstandsenergin.

LYCKA TILL!



Losning

1. En viteatom ar i tillstandet

1

U(r) = —10(¢100 + 29911 + 201210 + Yo1-1)

dar Y, ar energiegentillstanden.
(a) Bestam mojliga métvirdena pa energin samt sannolikheterna att fa dessa véarden.
(b) Berdkna véntevardet av L,.
(c) Berdkna vantevardet av L.
(

)
a) Mojliga matvarden ar F;, Es med sannolikheter

P =1/10,P, = (2° +2°+1)/10 = 9/10

=S el = (0+1-4/10+0-4/10 — 1+ 1/10)h = %h

nlm

(c) Stegoperatorer:
1
La: - §(L+ + L_>

Li|lm) = /1(1 + 1) —m(m & 1)h|l,m + 1)
Detta ger:

L (]100) 4 2|211) + 2]210) + [21 — 1)) = (2i]211) + [210))v/2A

L_(]100) + 2|211) + 2i[210) + [21 — 1)) = (2|210) + 2i|21 — 1))v/2A
(Ly + L)(J100) + 2|211) + 2i210) + [21 — 1)) = (23[211) + 3|210) + 2i|21 — 1))v/2h

Berakna véantevardet:

(L) = 55 ((100] +2(211]—20(210]+ (21 —1]) (L +L-)(|100)+2|211) +2i[210)+|21 1))

= ‘Q)ﬁ((mm + 2(211] — 24(210| + (21 — 1|)(2¢|211) + 3|210) + 2¢|21 — 1))

V2h, oo
—2—0(42—6Z+22)—0



2. Den harmoniska oscillatorn kan anvéndas fér att modellera vibrationer hos molekyler.
Morse-potentialen for vibrationer kring jamviktsbindningsléngden xy hos en diatomér
molekyl ar

V = D(672a(x710) . 2670[(:”710))

dir D, « ér positiva konstanter. Bindningsenergin #r —D och o? = w?u/(2D) dér p ér

molekylens effektiva massa.

(a) Visa att en harmonisk oscillatorpotential fas for sméa vibrationer dvs nér |z — x| ar
liten och ange energinivaerna.

(b) Bestdm den kubiska korrektionen i Morse-potentialen. Behandla denna som en stor-
ning och berékna forsta ordningens korrektion till energinivaerna.

(a) Skifta origo till z = xy. D& fas potentialen V = D(e2*® — 2¢7°%). Serieutveckla
exponentialfunktionerna:

1 1 1 1
V=D (1 — 20 + 5(2041:)2 — 6(2043:)3 +..—2 <1 —ax + 5(0&:6)2 — 6(04:6)3 + ))

1
=D+ Dd*2* —Do2*+...=—-D+ §Nw2x2 — Dol2® + ...

Om endast termer upp till 2 behalls fas en HO:

2
p L5 s
H=2 _pD+ =
o +2uw:1:

Energinivaerna blir

E,=—D+ (n+1/2)hw = —D + (n+ 1/2)ha\/2D/pu,n = 0,1,2, ...

(b) Den anharmoniska kubiska termen i expansionen ovan ér V, = —Da3x3. Forsta
ordningens korrektion:

E} = (n|Vu|n) = —Da?(n|a’|n) = —Da3/ 23, (2)]Pdr = 0

—0o0

2

eftersom integranden dr udda d& z* 4r udda och |, (x)[?* &r jamn.

Alternativt kan inre produkten berdknas med stegoperatorer:

ey = (i)/ (nl(at + a)n) = 0

2mw
eftersom termerna i produkten (a' + a)® innehéller olika antal faktorer a' och a.
Alltsa blir férsta ordningens korrektion fran den kubiska potentialen

E!'=0



3. Tre partiklar kan ockupera ortogonala enpartikeltillstand ., 14, 1.. Enpartikeltill-
standen innehaller d&ven spinnet om partiklarna har spinn. Beroende pa partikelslag kan
enpartikeltillstanden ockuperas av mer an en partikel.

a) Hur manga olika oberoende trepartikeltillstand finns om partiklarna &r sérskiljbara?

(

(b) Ange samtliga trepartikeltillstand om partiklarna &r identiska bosoner.
(b) Ange samtliga trepartikeltillstand om partiklarna &r identiska fermioner.
(

a) De oberoende tillstanden &r v, (1)1,(2)1a(3), ¥u(1)104(2)1a(3), osv. Med tre tillstand
for tre sirskiljbara partiklar fas (3 tillstand for partikel 1)x (3 tillstand for partikel 2)x
(3 tillstand for partikel 3)= 3% = 27 olika tillstéand.

(b) Bosoner: Det finns 10 oberoende tillstand som &r symmetriska under utbyte av par
av partiklar:

(1)¢a(2)¢a(3))

Sl
s
g
g
©
+
=
=
&
©
=
©
+
&

(%( )1a(2)1e(3) + ¥a(1)10e(2)1a(3) + ¢e(1)1a(2)1a(3))

Sl

<wb< )¥(2)1a(3) + Pp(1)0a(2)10(3) + ¢a(1)15(2)15(3))

Sl

(1/11;( JUp(2)1e(3) + p(1)1e(2)10(3) + e (1)1bp(2)16(3))

Sl

(%( )e(2)Pa(3) + Ye(1)1a(2)1e(3) + Ya(1)1e(2)e(3))

Sl

Sl

(%(1)%(2)%(3) + 1/%(1)%(2)%(3) + %(1)%(2)%(3)
+¢a(1)¢c(2)wb(3) + ¢b(1)¢a(2)¢c(3> + %(1)1/11;(2)%(3))

Sl

Notera att ockupationstalsrepresentationen ger en kompakt notation for dessa tillstand:

Ina, iy ne) = [300),[030),[003),[210),|201), |120), |021), |102), |012), |111)

(c) Fermioner: Det finns ett antisymmetriskt tillstand:

77Z)a( ) ¢b(1) ¢c(1>
¢a( ) ¢b(2) ¢c(2)
77th( ) %(3) @DC(B)

\/6

= %(¢a(1)¢b<2)¢c(3) + wb(1)¢c(2)¢a(3) + ¢c(1)wa(2)¢b(3)
_¢a(1)¢c<2)¢b(3> - 77/}b(1)¢a(2)77/}c(3) - wc(1)¢b<2)¢a(3))



4. Vid lag temperatur kan rotationsrorelse hos en diatomér molekyl modelleras som en
rotor med Hamiltonoperator
L2
HY=—
21
dér L ar rorelseméangdsmomentet och konstanten [ ar trohetsmomentet. I ett svagt elekt-
riskt falt E = £e, stors systemet av potentialen

V = —-DE cos b

dar konstanten D ar dipolmomentet. Antag att storningen slas pa vid tiden ¢ = 0 nér
rotorn &r i grundtillstandet. Bestam vilka tillstand som kan exciteras och sannolikheten
for att hitta rotorn i dessa tillstand vid tiden t.

De ostorda egenfunktionerna ar klotfunktioner: ¥, och det ostérda grundtillstandet &r
Y. Tidsberoende stérningsrikning:

I o
am(t) = / (Im|V|00)e™°" dt’
0

ih

déar hwy = Ej,,, — Eoo. Berdkna matriselementet for storningen. Ur formelsamlingen:

/3 /4
YIO: 4—C089:>V:—D50089:—D€ ?WYIO
T

Inre produkten blir
4
(Im|V']00) = —Dg,/gumyylomm

Anvind att Y = 1/+/4m dr en konstant:
T 2 T 2
Im|Y|00) = [ sin@df | do (") YV =YY [ sinddd | do (Y)Y
1 ! 140 0 ! 1
0 0 0 0

1 1
= \/—4_7T<lm|10> = T

eftersom egenfunktionerna Y, &r ON. Detta ger

5l,15m,0

DE
Im|V]00) = —==08,10
{lm[V|00) 5 0m10mo

Alltsi kan bara Y exciteras i forsta ordningens stérningsrikning. Excitationssannolik-
heten blir

2 2

6iw0t/2 _ e*iwot/Q

21

eiwot -1

in

_4D%?

3h%w}

4D?&?
= 2.7 sin®(wot /2)
0

D*E?

Pro(t) = leum(t)[? 372




5. En vateatom stors av en kombination av ett palagt magnetfilt och av hyperfinstruktur.
Storningen ges av

vz’%B (LZ+252)+%S-1
dér L, ar rorelseméngdsmomentets z-komponent, S, elektronspinnets z-komponent, S
elektronspinnet, och I vitekdrnans protonspinn. Ovriga kvantiteter i V' #r konstanter.
Berdkna forsta ordningens korrektion till grundtillstandsenergin.

I grundtillstandet &r banrorelseméngdsmomentet noll sa L.-termen ger inget bidrag.
Storningen &ar inte diagonal i nagon av de vanliga baserna sa vi behdver bestdmma
storningsmatrisen i en bas. Anviand kopplad bas dar hyperfinkopplingen &r diagonal:
|7,m;) = |11),]10), |1 — 1),|00). Hyperfinkorrektionerna berdknas mha totala spinnet
JP=(S+I1)?*=52+1*-25-1=S-1=1(J*— 5% I?). Detta ger

(my[Vigeltm;) = S (1117 = 8 = P11y = S0+ 1)~ 20/2)(1/2+ 1)) = 5

2n2
A 3A

Berdkna Zeemantermens matriselement i kopplade basen. Notation: i 11 &r den forsta
faktorn elektronspinnet, och den andra faktorn protonspinnet. Nu blir

h
S.[11) = §. 1 1= 511)

=%T
S.110) = (5. 1482 1) = 2 (11— 1) = 2joo)
0= 75 e
S )1—-1)=S5, = ——]1 - 1)
S.100) = (8. 1 —S. 1) = 2 (1 + 1) = 2 j10)
z - \/5 z z - 2 \/— -
Storningsmatrisen blir
upB+A/4 0 0 0
W 0 Al4 0 upB
B 0 0 —upB+ A/4 0
0 upB 0 —3A/4
Forsta ordningens energikorrektioner ar rétterna till sekuléra ekvationen:
upB+ A4 —E 0 0 0
dot 0 A/4—F 0 upB B
0 0 —upB+A/4A—E 0 o
0 upB 0 —3A/4—FE

= (upB + A4 — E)(—upB + A/4 — E)((AJ4 — E)(=3A/4 — E) — (upB)?) =0

Losningarna blir
E'=+upB + A/4

samt

(E—A/4)(E+3A/4) = (E+A/4)—A)2)((E+A/4)+A)2) = (E+A/4)*—(A/2)* = (upB)* =

B = ~A/A% /(A2 + (g B)?



Alternativt kan W beréknas i produktbasen: |1) =11, |2) =1,|3) =]1, |4) =]). Anvind
Sy =8, 1S, = S, =(S++5-)/2,5, = (54 — S_)/2i vilket ger

1 1 1
S . I - Z(S+ + S_)(I+ + I_) - Z_]:(S+ - S_)(]+ - I_) + SZ]Z — §(S+I_ + S_.[+) + Sz-[z

Detta ger matriselementen W;; = (i|V]j):
Q,UB A A

2 A A
Way = (14 |5EBS. + = S.LI 1) = usB —

2 A A
Was = (11 |52BS. + S S.LI 1) = —usB — 7
A A
<u| ZBS. + 5 S.LI W) = —usB+ 7
Det finns ytterligare tva nollskllda matriselement:
A
= (1) |h22<s+1_ FSIIAT) = 5 = Wa

mha S, |= A 1,5 t= h |,S. 1= 0,5_ |= 0, och pss for protonspinnet. Forsta

ordningens korrektioner fas med

upB+ A/4—E 0 0 0

et 0 B — A/A—E A/2 0 B

¢ 0 A)2 —pupB—AJA—E 0 -

0 0 —upB+ AJA—E
= (upB+A/A—E)(—ppB+A/4—E)((upB—A/A—E)(—pupB—A/A—E)—(A/2)*) = 0
Detta ger 16sningen
E'=4upB+ A/4

samt
(B~ Aj4— E)(—pupB — AJA— E) = (A/2)° = —(upB)*+ (A/4+ E)’ — (/2 =0 =

E' = —Aj4 £ /(A]2) ¥ (upB)?



