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SF1683 Differentialekvationer och transformmetoder, del 1
Losningsforslag till tentamen
Tisdag den 25 oktober 2022

DEL I — GRUNDLAGGANDE PROBLEM

1. Los foljande initialvirdesproblem.

(a) y — (tanx)y = e, y(0) = 1.
(b) 2xydx+ (x> —1)dy =0, y(0) = 1.
(4 p)

Losningsforslag.
(a) Detta ar en forsta ordningens linjiar ekvation som kan 16sas genom att multiplicera
med en integrerande faktor. En sadan integrerande faktor dr

el (manx)dx — fEormelblad (78)} = % = cosx.
Nar vi multiplicerar med den integrerande faktorn far vi ekvationen
cosxy’ — cosxtanxy = cosxy — sinxy = e *cosx,
dir vinsterledet dr derivatan av en produkt,
(cosxy) = e “cosx.

Vi integrerar detta och far
1
CosXy = /ex cosxdx = {Formelblad (107)} = Ee*x (sinx —cosx) +C.

Eftersom y(0) = 1 har vi

1 1
1'1==-1-(0-1)+C=—=+C
2 ( )+ 2 *
s C =5 3 och 16sningen till initialvirdesproblemet ir
I 3
y(x) = ¢ (tanx— 1)+ Toosr

(b) Ekvationen dr
M(x,y)dx+N(x,y)dy =0

med M(x,y) = 2xy och N(x,y) = x> — 1. Eftersom

oM JdN

TE =20,

dy dx
och funktionerna M (x,y), N(x,y) dr definierade pa hela xy-planet som &r enkelt sam-
manhingade sa ser vi att detta dr en exakt ekvation. Vi bestimmer en potentialfunk-
tion f(x,y) sa att

of

d
" =M =2xy, och 8_§:N:xz_1'

1
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Nir vi integrerar den forsta av dessa ekvationer far vi

fx,y) =x"y+g(y)
ddr g(y) dr en obekant funktion som bara beror av y. Insatt i den andra ekvationen ger

detta
Jof

xz—lzN:a—y:xz—i-gl(y)

eller g’(y) = —1. En 16sning ges alltsd av g(y) = —y och
fxy) =2y—y=(—1)y.
Losningarna till differentialekvationen ges sedan implicit av

flry)=("~1)y=C
for olika vérden pa konstanten C. I detta fall dr det litt att 16sa ut
C
x2-1
For att initialvillkoret y(0) = 1 ska vara uppfyllt maste vi vilja C = —1, och vi far
e
y_x2—1 ol —x2

y:




SF1683 Losningsforslag till tentamen 2022-10-25

2. Foljande linjdra system av differentialekvationer har en parameter a € R som en av koef-

ficenterna,
X (1) = x(t) +ay(t)
Y (1) = 4x(1) + (1)
Bestidm ett virde pa a for vilket systemet har nagon 16sning med (x(z),y(¢)) — (0,0)

da t — oo. (Detta virde dr inte unikt.) For ditt valda véirde pa parametern a, bestim alla
16sningar som uppfyller (x(¢),y(¢)) — (0,0) dat — eo. 4 p)

Losningsforslag. (Kommentar: Det var meningen att det skulle sta: “...for vilket systemet
har nagon icketrivial 16sning med (x(¢),y(¢)) — (0,0)...”. Som uppgiften ar skriven ir det
forstas korrekt att svara att (x(¢),y(¢)) som dr konstant lika med (0,0) 4r en sddan 16sning
for alla a pa forsta fragan.)

Med x(t) = <§8) kan vi skriva systemet pa matrisform som
X (1) = Ax(¢)

41‘ Cll . Losningarna och deras egenskaper bestims av egenvirden och

egenvektorer till A. Den karaktiristiska ekvationen ar

dar matrisen A =

1—m a

Ozdet(A—mI):det< 4 1_m):(m—1)2—4a,

sd matrisen har egenviarden m = 1 ++/4a. Vi far 16sningar med (x(¢),y(¢)) — (0,0) da
t — oo om atminstone ett av egenvardena dr negativt, eller har negativ realdel. Vi viljer
a=1,vilket germ; =1 —+/4=—10ochmy =144 =3.

Vi riknar vidare med ¢ = 1. Da ar A = (411 i) och en egenvektor v till egenvirdet

m = —1 uppfyller

0=(A—ml)v= (1_4(1_1) 1_2_1)>v: (i ;) v,

) ) . Motsvarande 16sning till systemet av diffe-

vilket till exempel har 16sningen v = (
rentialekvationer dr
C(xO)\ _ e 1\ _ [—e!
X(1) = (y(t)) =e"v=e < ’ ) = (26, :

Eftersom systemet &r linjért ges alla 16sningar som gar mot origo av
x(t)\ L f—e!
() =)

Med annat val av parameter: Alla val av parameter a for vilket m = 1 —v/4a < 0
dr korrekt. Detta svarar mot a > 1/4. For ett sadant a sa ges en egenvektor till matrisen

A= <1 611) med negativt egenvirde m =1 —+v/4a avv = (—\/E). Losningar som gar

dir C € R ar en konstant.

2
mot origo av ges av

x(O)\ Ao (1—/4a)t —a\ _ _C\/ae(l—\/fa)z
(y(t))_ce v=Ce 2 )\ 2cell-Vaayr
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dir C € R ar en konstant.
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3. Den homogena ekvationen

V' =2y +y=0
har tva 16sningar y; (x) = €* och y,(x) = xe*. Bestdm den allminna 16sningen till ekvatio-
nen
N _ e
y y +y=

V1—x2
(4 p)

Losningsforslag. Vi anvinder metoden med variation av parametrar. Den allmidnna I6sningen
till den homogena ekvationen ar

Ye(x) = c1y1(x) + c2ya(x).
For variation av parametrar gor vi ansatsen
y(x) = ur (x)y1(x) +uz (x)y2(x) = w1 (x)e" +ua (x)xe”.
Derivatan av detta dr

y = uje" +ubxe’ +ure’ +uy (e +xev).

Vi antar att
uje* +uhxe* =0
sa att
Y =ure +up (e +xet).
Detta ger

V' =uje +ub (e" +xe*) +ure’ +uy (2¢* + xe¥).
Insatt i ekvationen far vi
e*

V1—x2

=y"=2'+y

= e+ uh (e +xe*) +ure* + uy (2¢* + xe*)
—2uy€* —2uy (¢ +xe¥)
+ure’ +urxe*

= u)e" + u) (e + xe¥)

Funktionerna u; (x),u;(x) ska alltsd uppfylla

e+ iy (e +xet) = 16;2
uye* + uhxe =0 ’
eller om vi delar med ¢€*,
Wy +uy (1+x) = ll_xz
u| + uhx =0
Vi loser ut ] (x), ub(x) och far
uy = al Uh = !
RV AV g

Detta integreras till (se formelblad!)

ui(x) =v1-x2+0Cy, up(x) = arcsinx + C,.
5
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Den allminna 16sningen till ekvationen &r alltsa
X

y(x) =u1(x)e" + ua(x)xe
= (\/ 1—x2 +C1) e* + (arcsinx 4 Cy) xe*

=C1e* +Coxe* + ( 1 —x? —|—xarcsinx> e’
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DEL II — AVANCERADE PROBLEM

4. Ekvationen
y=cx,
dir ¢ € R dr en parameter, beskriver en familj av kurvor 1 planet. Bestdm den differen-
tialekvation (som inte innehaller parametern c) vars 19sningsméangd dr denna familj av
kurvor. Bestim familjen av ortogonala trajektorier till dessa kurvor, alltsa den familj av
kurvor som skér de givna kurvorna vinkelritt i alla punkter.
(4p)
Losningsforslag. Derivatan av y med avseende pa x dr
y = 5cx*.
For att eliminera ¢ delar vi y’ med y och far
Yy Sext 5

y xS x

eller 5
Y= %
vilket alltsa dr differentialekvationen som uppfylls av denna familj av kurvor.
Om lutningen i en punkt for en av dessa kurvor &r k, sa dr lutningen for en vinkelrt
kurva lika med —1/k. Ekvationen for de ortogonala trajektorierna &r alltsa

v (¥ _x
x 5y

Detta dr en separabel ekvation,

Y

Syy' = —x,
eller s |
2y/ 2y/
B 07) = ) (),
som vi integrerar till
S5 9 ()
=y =—= C.
2y 2x +
De ortogonala trajektorierna ges alltsa av
¥ 4+5y>=2C

dir C € R dr en parameter. Detta dr en familj av ellipser med centrum i origo.
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5. Visa att ekvationen

Ay (P -1y =0, y=y(x),

har en reguljir singulédr punkt vid x = 0. Anvénd en serieansats av Frobeniustyp for att
hitta en 10sning till ekvationen. For detta ska du ange den rekursionsrelation som ger
koefficienterna i serien samt berikna minst 3 nollskiljda termer. Visa dessutom att denna
serieansats inte kan ge en andra linjédrt oberoende 16sning (du behover heller inte bestimma
en andra 16sning). 4p)

Losningsforslag. (Detta ir Bessels ekvation av ordning 1.) Eftersom koefficienten x> framfor
hogsta derivatan y” forsvinner vid x = 0 ér punkten x = 0 en singulér punkt. For att un-
dersoka om det dr en reguljir singulédr punkt skriver vi ekvationen som

X2y 4+ xP(x)y +0(x)y =x3" +xy + (x> — 1)y =0.

Eftersom P(x) = 1 och Q(x) = x*> — 1 bada #r analytiska vid x = 0 ir det en reguljir
singulédr punkt.
For att hitta serielosningar till ekvationen gor vi ansatsen

y=x" Z apx' = Z apxX"™",
n=0 n=0
dér m ar ett reellt tal, och vi antar att den forsta koefficienten ag # 0. Da ar

y=Y ap(m+n)x"" 1 och y'= Y an(m+n)(m+n— xmn=2,
n=0 n=0

Insatt i ekvationen ger detta

0=x"y"+x/+ (x> = 1)y

=’ (Z an(m+n)(m+n— 1)xm+n_2> +x (Z an(m+n)x’"+”_])
n=0 n=0
+x2 (Z anxm—i-n) _ Z anxm-I—n
n=0 n=0
= <Z ap(m+n)(m+n— 1)xm+”> + (Z an(m+n))c’"+”>
n=0 n=0
+ (Z anxm+n+2> _ Z anxm—i-n
n=0 n=0

(m+n)(m+n—1)+(m-+n) —1)ax"" + ianxm+”+2

I
(agk

n=0 n=0
= m+n)—1)ax™ anX
Z (( 4+ )2 1) X +n+ Z m—+n+2
n=0 n=0
- 3 m—+k)>—1) g + y ap_ox"k
Y. ((m+k)
k=0 k=2
= (m2 — 1) apx™ + ((m+ 1)2 - 1) a4 Z [((m—i—k)2 — 1) ag +ax_2] Xk,

k=2

Eftersom ag # 0 sa maste m uppfylla indicialekvationen

0=m?—1.
8
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Vilket ger tva 16sningar
mp =1, my = —1.
Koefficienterna a, maste sedan uppfylla
((m+ 1) - 1)a; =0 och ((m+k)2 —Dag+a=0, k>2.

Differensen m| —my = 2 dr ett heltal. Teorin for serielosningar for ekvationer med reguljért
singuldra punkter sidger oss att det alltid finns en 16sning med den storre roten m till
indicialekvationen.
Vi riknar vidare med m = m; = 1 och far
(1+1)*~1)a; =0 och ((1+k)?*—1)ar+aro=0, k>2,
—— ——
=3 =k(k+2)
eller 1
=0 h =——a;_ k>2.
ai och ay k(k—|—2)ak 2
Observera att vi kan dela med k(k+2) da k > 2. Med ap = 1 far vi
1 1 1 I 1 1
aoz——7 oy __._:_,
2(2+2) 8 24 8 192
Eftersom a; = 0 har vi
1 1
e O = —

Vi har alltsa hittat en 16sning y; (x) med

a) = —

a3 = —

> 1 1
yl(x> :er;)anxn =X (1 - §x2+ @x4+0(x6)> .

Vi undersoker nu om den mindre roten mp; = —1 till indicialekvationen kan ge en
16sning. I detta fall ska koefficienterna a,, uppfylla
(-1+1)*=1)a; =0 och ((—14+k?*—1)ag+a_r=0, k>2,
7 (k-

—k(k—2)

eller
ar = 0 och k(k—2)ak = —daj-2, k > 2.
For k = 2 maste alltsa
0= 2-0-612 = —qao 750,
vilket dr omojligt. Denna ansats med en Frobeniusserie med my = —1 kan alltsa inte ge en

andra linjdrt oberoende 16sning till differentialekvationen.
U
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6. (a) Antag att det autonoma systemet av differentialekvationer

{x/ = F(x,y)

Y =G(x,y)

for (x,y) = (x(¢),y(r)) har en kritisk punkt i (0,0). Bevisa att existensen av en lamplig
Lyapunovfunktion E (x,y) medfor att den kritiska punkten &r asymptotiskt stabil. (Du
behover inte behandla det allméinna stabila fallet.)

(b) Systemet

¥ =—x34xy
y/ — —2)C2 _y3

har en kritisk punkt i (0,0). Visa att denna kritiska punkt dr asymptotiskt stabil genom
att hitta en ldmplig Lyapunovfunktion.

4 p)

Losningsforslag.
(a) Enldamplig Lyapunovfunktion i detta fall ska vara en kontinuerligt deriverbar funktion
E(x,y) definierad pa en cirkelskiva D runt origo som uppfyller
(i) E(x,y) > 0 for (x,y) # (0,0) och E(0,0) = 0 i origo.
(i1) Uttrycket
JE JE
=—F+—G
() dx + dy
uppfyller (x) < 0 for (x,y) # (0,0) och (x) = 0 for (x,y) = (0,0).
Antag att det finns en sadan funktion.

Lat C; vara randen till cirkelskivan D. Fran (i) vet vi att E(x,y) har ett positivt
minvirde m > 0 pa C;. Eftersom E(x,y) dr kontinuerlig och E(0,0) = 0 sa finns
det en cirkel C, runt origo s att E(x,y) < m innanfor C,.
Antag att (x(7),y()) dr en l6sningskurva for vilken startpunkten (x(0),y(0)) ligger
innanfor C,. Fran (ii) vet vi att
d dEdx OJEdy OJE oE
—Ex(t),yt)==——F—+——=—F+—=—GG<0
dr (x(2), (1)) ox dt + dy dr  dx + dy —
sd E(x,y) kan inte oka ldngs 16sningskurvan. Eftersom E(x(0),y(0)) < m dr alltsa
(E(x(1),y(t)) < m, sa 16sningen kan inte na cirkeln C; dir E(x,y) > m.

Vi vill visa att origo dr en asymptotiskt stabil kritisk punkt, alltsa att lim, .. (x(¢),y(¢)) =
(0,0) for 16sningar som startar nédra origo. Antag att (x(¢),y(¢)) ar en 16sningskurva
med (x(0),(0)) # (0,0) innanfor C;. D4 har vi enligt (i) att £E (x(t),y(t)) <0, s&
E (x,y) dr strikt avtagande. Eftersom E (x,y) > 0 existerar gransvardet lim; . E (x(7),y(t)) =
L>0.0m L =0 &r vi klara eftersom E(x,y) = 0 bara for (x,y) = (0,0) enligt (i).
For en motsigelse, anta att L > 0. Vilj en cirkel C3 innanfor C, sé att E(x,y) < L
for (x,y) innanfor C3. Da vet vi att 16sningskurvan (x(z),y(¢)) ligger helt och hallet
mellan cirklarna C; och Cs. Eftersom (x) &r en kontinuerlig funktion sa har den ett
maxvirde pa det slutna och begriansade omradet pa och mellan cirklarna C; och Cs,
och detta maxvirde #r strikt negativt. Vi har alltsa %E (x(2),y(t)) < —k, k > 0, for
allaz > 0. Detta ger

N
E(x(5):3(6)) — EG(0),3(0)) = [ SE(0),5(0))dr < —k(s—0) = s

10
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Nir vi sedan later s — oo far vi limy_,o. E (x(s),y(s)) = —oo, vilket dr en motsigelse da
E(x,y) > 0. Denna motsigelse sdger oss att L > 0 dr omgjligt, sa vi maste ha L =0
och vi dr klara.

(b) Vi testar med en Lyapunovfunktion pa formen

E(x,y) = A" + By™"

diar A,B > 0 och m,n idr positiva heltal. Med dessa antaganden ér E(x,y) alltid en
positivt definit funktion. Vi maste vilja A,B,m,n sa att E(x,y) dr strikt avtagande
ldngs 16sningskurvor till systemet som startar nira (0,0). For en sddan 16sningskurva
berédknar vi

d _JdEdx OJEdy
EE(x(f),y(f)) _§E+a_yﬁ
JE JE

= 2mAx>" 1 (—x3 -l—xy) +2nBy*""! (—2)62 — y3)
= {Vilj m = n = 1 sa att de blandade termerna blir av samma typ}
= —2Ax* + (2A — 4B)x*y — 2By*.

Eftersom A, B > 0 sa ir forsta och tredje termen ickepositiva. Om vi véljer A = 2 och
B =1sair2A — 4B = 0, och den andra termen forsvinner. Funktionen

E(x,y) =2+

ar alltsa positiv definit i origo (den punkten #r ett lokalt min), och

d dEdx OJEdy 4 4
—Ex(t),y(t) ==——F+5—"=—4x" -2 0
i alla punkter utom i origo. Vi drar slutsatsen att (0,0) dr en asymptotiskt stabil kritisk

punkt.
O
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