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DEL I — GRUNDLAGGANDE PROBLEM

1. Givet planet

1 0
H=M-1|{4+p|1|:ApelR
0 -1
och linjen
1 1
(= Ol +a |0 taeR
1 0
Bestdm skdrningspunkten mellan ¢ och H. 4p)
Losningsforslag. Vi berdknar en normalvektor till planet H med hjélp av kryssprodukten:
1 0 (=1)-(=1)—=1-0 1
—1fx|1]|=] 0:0—-(=1)-1 | =1
0 -1 1-1-0-(-1) 1
Dérmed ar A lika med

H = {xeR: z;+x3+23=0}.

Lat x vara en punkt i ¢ som samtidigt ligger i H. Eftersom x ligger i ¢ finns det ett (unikt)
reellt tal a sddant att

T 14+a
X = |x9| = 0
T3 1

For att x ocksa liggeri H har vi att
0:$1+l’2+$3:(1+a>+0+1 a=-—2.

Alltsa ar skdarningspunkten lika med

1+(-2) ~1
0 =10
1 1
O
~1

Svar. Skirningspunkten &r lika med | 0
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2. Lat

Vi =

OO O

och vy =

O = = O

vara vektorer i R*. L&t W = span{v,, v, } vara det linjira héljet av v; och v,. Bestim en
ortonormerad bas till W och en ortonormerad bas till det ortogonala komplementet .

Losningsforslag. Lat

V3 =

— O O

0

och vy =

(4p)

o O O

1

Vi observerar att {v1, vy, v3, v4} ir en bas for R*. Vi anviinder Gram-Schmidt processen:

Wi = Vi
L <V27W1>
Wp 1= V= ————W)
<W17W1>
= V9 — 0
= V2
Wi = Vs (vs, w1) <V37W2>W2
(Wi, w1) (Wa, W)
= e;3—0-1/2-[0 1 07
= 1/2-0 -1 1 07
Wi o= v <V47W1>W1 (Ve wo) L (vy, W3) w5
(W1, wi) (W, Wa) (W3, W3)
— e,—-0-0-0
=0 0 0o 1

D4 dr {wy, wy} en ortogonal bas till W och {ws, w4} en ortogonal bas till W+. For att
erhalla en ortonorma bas behover vi normalisera vektorerna.

|ws|| =1/2- ||ws||=1- V02 + 12+ 12402 =1/2- V2 och ||wl|||wal = 1.

Vi erhéller att

ar en ortonormal bas for W, och

dr en ortonormal bas for W=,
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Svar. och

oshsl
_o O O

1
0
10
0

oGHoh o
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3. Bestdm alla reella tal a, b € R for vilka matrisen

2 a1 1
0 2 2 3
M= 010
00 b 1
ar diagonaliserbar. 4 p)

Losningsforslag. Vi anvinder utveckling efter forsta kolonnen flera ganger for att berdkna
det karakteristiska polynomet av M:

2—A a 1 1
0 2—A 2 3
0 0 b 1—A

= 2=-XN| 0 1-X 0
0 b 1-—-AX
1-XA 0
b 1—-AX
= 2=-N)'1 =N
vilket visar att egenvirdena dr 2 och 1. Den algebraiska multipliciteten av bada egenvirden

iar lika med 2. Motsvarande egenrum é&r lika med M — 21, respektive M — I,. Gausseli-
mination for M — 21, ger

= (2—-))?

0a 1 1 0a 1 1 0a 1 1 0 a 00
00 2 3 00 -1 0 001 0 0010
M=2L=1009 -1 0|~ oo 2 3[~looo 3|/~ o001
00 b -1 00 b -1 000 —1 000 0

Dimensionen av egenrummet &r lika med icke-pivotkolonnerna. Den tredje och fjidrde ko-
lonnerna dr pivotkolonnerna. Den andra kolonnen dr en pivotkolonn omm a # 0. Darmed
ar den algebraiska multipliciteten av 2 lika med den geometriska multipliciteten om och
endast om a = 0. Gausselimination for M — I, ger

1 a1l 1 1 a1 1
01 2 3 01 2 3
M=L=10 000100 b 0
00b 0 0000

Vi ser att forsta och andra kolonnen é&r pivotkolonnerna, och att den tredje kolonnen &r en
pivotkolonn om och endast om b # (. Ddrmed &r den algebraiska multipliciteten av 1 lika
med den geometriska multipliciteten om och endast om b = 0.

Sammanfattat dr den algebraiska lika med den geometriska multipliciteten for alla egenvérden

om och endast om a = 0 och b = 0. Alltsa dr M diagonaliserbar om och endast om a = 0

och b = 0.
O

Svar. a = b= 0.
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4. Givet parallellogrammen
P = {XGRQZ 0<dxy —x1 < 100ch0§x1—|—x2§5} )

Bestim arean av P. 4 p)

4%‘2 — X1 -1 4 I
xita | |1 1| |
har vi att Q = T'(P) dér

Q={z€R:0<2 <100ch0< 2 <5}
och T dr matrisavbildingen av
-1 4
A= [ : J .

Eftersom det A = (—1) -1 —4-1= —5 # 0 dr T inverterbar med inversen 7~ ': R? —
R? x — A7'x. Vihar P = T7(Q). Arean av @ ir lika med 50 = 10 - 5 vilket inses ltt
eftersom () dr parallel med koordinat-axlarna. Sammanfattat erhéller vi

area(P) = |det A~ |area @ = |1/ det A areaQ = 1/5 - 50 = 10.

Losningsforslag. Eftersom

Svar. Arean av P ar lika med 10.
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5. Lat B = {by, by} vara en bas for R? som ges av

o1

och 14t T': R? — R? vara den linjira avbildning med B-matrisen

[T]s = {(1) g} :

Bestim [T)¢ diir C = {ey, e} iir standardbasen for R?. 4 p)

Losningsforslag. Vi anvinder
[Tle = (Pgec)” " [T)sPsec

dir Py, ¢ betecknar basbyte matrisen som Oversitter (vanliga) koordinater till koordinater
med avseende pa bas B. Vi har

_ 13 4]
(Psec) = Pees = [[b1]e, [ba]e] = {3 1
och darmed _
b 1 1 —4] _[1 —4]
BCT 13 1—4-1|-3 13] ~ |-3 13]°
Darfor ar
[T]_134 1 o] [1 —4] [-11 52
€703 1|0 2[|-3 13| | -3 14
O
—11 52
Svar. [T]. = {_3 14}.



SF1672 Linjar algebra Losningsforslag till Tentamen 2021-04-06

DEL II — AVANCERADE PROBLEM

6. Lat Py = {ag + a1t + ast?: ag, a1, as € R} vara vektorrummet av alla polynom av grad

hogst 2. Lat T': Py — P, vara avbildningen
T : Py — Py
p(t) = p(t+1) —p(t).

(i) Visa att T" dr en linjédr avbildning.
(i1) Bestam en bas till nollrummet av 7',

NulT = {p(t) € Py: T(p(t)) = 0},
och en bas till bildrummet av T,
ImT = {T(p(t)) € Py: p(t) € Py} .

Losningsforslag. Lat p(t) = ao + a1t + aot?. D& har vi

T(p(t)) =ap+ al(t + ].) + GQ(t + 1)2 —ap — a1t — a2t2 = 2a9t + as + a; .

(2 p)

(4 p)

(i) Lat p(t) = ag + a1t + ast® och q(t) = by + byt + bot? vara polynom i P, och c ett reellt

tal. Da giller
T(p(t) +q(t)) = T((ao+bo) + (a1 + i)t + (a2 + b2)t?)
= 2(ag + b))t + ag + by + a; + by
= (2ast 4+ az + a1) + (2bot + by + by)
= T(p(t)) + T(qa(?)),
T(cp(t)) = T(cag+ cat + cayt?)

= 2cast + cas + cay
= ¢(2ast + as + ay)
= T'(p(t)).

Alltsa @r 7" en linjér avbildning.

(i) Vi har p(t) = ag + a1t + ast> € NulT om och endast om 2ast + as + a; &r li-
ka med nollpolynomet. Ett polynom ir lika med nollpolynomet omm alla koefficienter ar
lika med noll, alltsd 7'(p(t)) = 0 omm 2as = 0 och as + a; = 0. Det giller om och
endast om a; = ay = 0. Det betyder att p(t) = c &r ett konstant polynom. Alltsa har vi

NulT = {c- 1: ¢ € R} och det konstanta polynomet 1 ér en bas till Nul 7".

Ett polynom ¢(¢) € P, ér i bildrummet om och endast om ¢(t) = 2ast + as + a; =
as(2t + 1) + ay - 1 for godtyckliga reella tal ay, a;. Alltsa har vi Im 7" = span{2¢ + 1, 1}.
Eftersom 2t + 1 och det konstanta polynomet 1 inte dr multipel av varandra &r {2¢ + 1,1}

en linjirt oberoende mingd och ddarmed en bas for Im 7'.

Svar. {1} och {2t + 1,1}

g
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7. L&t A € R**? vara en symmetrisk matris och 1t 7" vara den linjéra avbildningen
T - RQXQ N RQXZ
X — XA.

Visa att det finns en bas B = { B, By, By, By} for R?*? och reella tal A\j, Ay, A3 och )\,
sadana att
forallai — 1,2, 3, 4. 6 p)

g

och 14t C = {C}, Cy, C3, Cy} vara en bas for R?*? som ges av

10 01 00 00
01:|:0 0:|,02:|:0 0:|,C3:[1 0} OChC4:[O 1:| .

Losningsforslag. Lat

Vi har } o } _ i
1 0] |a b a b
T(Ch) = 0 0] [b ¢ [0 0 = ath + 60y,
0 11 [a o] [b ]
T(Cy) = _0 0_ _b c| = _O O_ = bCh + cCy,
0 0] [a b] [0 O]
T =11 o] |b ¢| = |a b| =eCs+0Cs,
0 0] [a b] [0 O]
T(Cy) = 0 1| e = b e = bC3 + cCy,
och ddarmed
a b 00
b ¢ 00
[Tle =(T(Cle [T(C)le [T(Cle [TCd= |y ¢ o4 b
00 b ¢

Eftersom [T']¢ 4r symmetrisk finns enligt Spektralsatsen en (ortonormal) bas {vy, vo, V3, v4} €
R* och reella tal A;, A\, A3, \s sddana att

[T)evi = \iv;
foralla: = 1,2, 3,4. Dirmed ar
T(B;) = \B;
om vi sétter
B = vi1C1 + vipCs + visCs + vy Cy
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8. Lat n, m vara naturliga tal och lat b € R™ vara en godtycklig vektor. For varje delrum W
i R™ betecknar projy, b den ortogonala projektionen av b pa .
(i) Lat W vara ett delrum i R™. Visa att projy, b = 0 om och endast om b € W=,

Gp)
(ii) For alla v € R™ lat
W, ={A e R™": projo,ab=v}.
Bestim alla vektorer v € R™ sadana att IW,, dr ett delrum av R™*"™, GBp
Losningsforslag. (i) Lat wy, ..., wy vara en ortonormerad bas for 1W. Da géller
projy b = (b, wi)wy + - -+ + (b, wi)wy,
Eftersom wy, ..., wy dr linjart oberoende har vi alltsa projy,; b = 0 om och endast om

(b,w;) =0forallal < < k. Eftersom wy, ..., w; spanner upp W giller detta om och
endast om (b, v) = 0 for alla v i I vilket betyder att b € W+.

(ii) Lat v vara en vektor sadan att W, dr ett delrum. Da dr nollmatrisen i W/,,. Kolonn-
rummet av nollmatrisen dr lika med nollrummet och ddarmed giller

projiy b =0.

Alltsa maste v vara lika med nollvektorn.

Vi anvénder nu del (i) for att visa att Wy verkligen ar ett delrum.

Lat A, B vara matriser i W med kolonner a;,...,a, ochb,...,b,,ochc € R. Viska
visa att A+ B och cA ocks4 ligger i Wy. Enligt del (i) har vib € Col A+ och b € Col B+,
alltsa (a;, b) = 0 och (b;,b) = 0 foralla: = 1,...,n. Ddrmed fér vi for alla kolonner
a; + bz att
Dirmed ligger b i Col(A + B)* och dirmed giller proj,g, b = 0 enligt (i) vilket betyder
att A + B liggeri W.

Dessutom,

(ca;,b) = c{a;,b) =c-0=0
vilket betyder att b ligger i Col(cA)* vilket igen enligt (i) betyder att cA ligger i W.
Vi har alltsa visat att W, ér ett delrum om och endast om v = 0. ]

Svar. (ii) v = 0.



