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Tentamen bestar av nio uppgifter som vardera ger maximalt fyra podng. Del I utgors av de
tre forsta uppgifterna som testar formagan att 16sa grundldggande problem. Del II utgors av de
tva foljande uppgifterna och testar begreppsforstaelse och kunskap om satser och samband. De
fyra sista uppgifterna utgor del III och testar formagan att 16sa mer avancerade problem och
ar avsedda framst for hogre betyg. Bonuspoing av typ I adderas till erhallna podng pa del I och
bonuspoing av typ Il adderas till erhallna poéng pa del II. Betygsgrianserna vid tentamen kommer
att ges av foljande tabell ddr kolumnerna anger podnggrins for respektive del.

Del | Poiing | Innehall |[Fx ED C B A
I 12 | Grundldggande problem | 7 8 8 8 8 8
II 8 | Begrepp och satser 4 4 4 6 6 6
I 16 | Avancerade problem 0 0 3 6 9 12

For full podng pa en uppgift krévs att Iosningen dr vil presenterad och litt att folja. Det innebér
speciellt att inforda beteckningar ska definieras, att den logiska strukturen tydligt beskrivs 1 ord
eller symboler och att resonemangen dr vil motiverade och tydligt forklarade. Losningar som
allvarligt brister i dessa avseenden bedoms med hogst tva poing.

DEL I — GRUNDLAGGANDE PROBLEM

1. Lat V = Clz| vara Vektorrummet av polynom med komplexa koefficienter. Definiera
L:V — V genom L(p = [* p(t)dt for alla p(x) € V. Visa att L ir linjér och
bestdm en bas for karnan ker(L) och en bas for bildrummet im(L). 4 p)

2. Lat V = C*°(R) vara de odndligt deriverbara komplexvirda funktionerna pa R med inre
produkt

(flg) = / Ft)g(t) dt, foralla f,giV,
latw ={feV: ft+1) —f()VtE]R}ochlatL W — W gesav L(f) = f'.
Bestim den adjungerade operatorn L. 4 p)

3. I en Markovkedja ges fordelningen vid tidpunkt ¢ = n + 1 av fordelningen vid tidpunkt
t = n genom den stokastiska matrisen

L3 24
A=— 1|7 4 5
1019 4 1

Avgor om lim,, ., A" existerar och bestdm i sa fall gransvirdet. “4p)
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DEL II — BEGREPP OCH SATSER

4. (a) Definiera begreppen egenvektor och egenvdrde till en linjar operator L pa ett vektor-
rum V. (1p)

(b) Definiera begreppet minimialpolynom for en linjar operator L pa ett vektorrum V' och
visa att alla egenvirden till L maste vara nollstéllen till minimalpolynomet om L har

ett minimalpolynom. 1p)

(c) Visa att alla operatorer pa V' har ett minimalpolynom om dim V' < oo och ge ett
exempel pa en operator pa ett odandligdimensionellt vektorrum som saknar minimal-

polynom. 2p
5. (a) Vad menas med att en operator L pa ett komplext inre-produktrum &r unitéir?
(1p)
(b) Ge exempel pa en linjar operator L pa ett komplext inre-produktrum V' som uppfyller
|L(z)|| = ||z|| for alla z i V' utan att L 4r unitr. (1p)
(c) Visa att exp(¢H) dr unitdir om H &r en sjdlvadjungerad operator och exp(iH) &r
vildefinierad. 2p)
DEL IIT — AVANCERADE PROBLEM
6. En f6ljd av 2 x 2-matriser { X },>( definieras rekursivt av
X() = |:} (;:| s X1 = [i i:| s och Xn+1 = 3Xn — 2Xn_1, n Z 1.
Bestdam en explicit formel for X,,. 4p)
7. Lat V = C™ med bas {ey, €9, . . ., €, }. Bestdm rangen av den linjéra avbildningen
2 3
L: A\Vv— AV
somgesav L(z) =z A(e;+ey+---+e,) forz e /\QV. 4 p)

8. For heltal n > 1 lat P, vara vektorrummet av polynom av grad hogst n med komplexa
koefficienter. Definiera L: P, — P, genom

L(p(x)) =p(z+1) = 2p(z) + p(x — 1), for alla p(x) € P,.

Visa att L &r nilpotent och bestdm Jordans normalform for L. 4p)

9. Visa att en operator L p3 ett vektorrum V' som uppfyller L? = [ #r diagonaliserbar, oavsett
om dim V' dr dndlig eller inte, under forutsittning att 1 + 1 = 0 i den kropp som utgor
skaldrerna for V. (Ledning: Betrakta operatorerna Ly = (I + L) och Ly = (I — L).)

Detta ger att en operator som &r bade unitér och sjilvadjungerad maste vara diagonali-
serbar. Varfor? 4p)




