Institutionen féor Matematik, KTH

Tentamen del 2

Numeriska metoder SF1544 och BE3003
8.00-11.00 2/6 2020

Skriv ditt namn och personnummer pa varje inlskannad sida.
Inga hjalpmedel ar tillatna (ej heller minirdknare).
Det finns tva varianter av uppgift 2. Endast en av dem far losas.

Rad for att undvika podngavdrag: Skriv l6sningar med fullstdndiga meningar och utforliga motiveringar.
Del 2 rattas endast om del 1 ar godkénd.
Betygsgranser: D 10, C 20, B 30 och A 40 poédng, av maximalt 50 poang pa del 2.

la. (5p) Skriv upp det linjira ekvationssystem som ska 16sas om randvérdesproblemet
—u"(z) +2u(z) =2°, 0<z<]l,
u(0) = 0,u(l) =0,

diskretiseras med finita differensmetoden och fyra lika langa delintervall.

Vi betecknar finita differenslésningen u;, dar u; ~ u(x;) och x; =i x h med stegléngd
h = 1/4. Finit differensapproximation av andraderivatan ger ekvationerna
Uiy — 2U; + Uity
_ s
fori = 1,2,3. Med anvandning av randvillkoren ug = 0 och uy = 0 kan ekvationssystemet
skrivas Au = b, dar

2
Tiuy = Ty,
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1b. (7p) Skriv ett Matlab-program som beréknar en approximation av «(1/2), dar u &r 16sningen
till randvérdesproblemet (A). For full podng krivs att programmet testar noggrannheten
for att se till att felet i approximationen har ett absolutbelopp som maximalt dr 1072,

N=10;



lc. (4p)

umitt=5;
umittgammal=6;
iter=0;
while abs(umitt-umittgammal)>1le-5
umittgammal=umitt;
h=1/N;
x=(h:h:1-h)’;
A=diag(-1/h~2*ones(1,length(x)-1),-1)
+diag(2/h"2+x)+diag(-1/h"2*ones(1,length(x)-1),1);

b=x."2;

u=A\b;

umitt=u(N/2) ;

N=2%N;

if iter ==

umittgammal=umitt+1;

end

iter=iter+i;
end
disp([’Losningen i mitten av intervallet = ’, num2str(umitt)])
Beskriv en algoritm for berdkning av v(1/2), dér v ar en 16sning till randvérdesproblemet

sin(v(x
—"(x) + wv(z) = 2° + %, 0<x<l,
v(0) =0,v(1) =0,

dvs. samma problem som (A) fast med en liten ickelinjar term tillagd.

Om finita differensmetoden anvands for diskretisering av randvérdesproblemet far vi
ett ickelinjéart ekvationssystem som kan skrivas F(v) = 0, dér v ar vektorn som innehaller
finita differenslosningen och element 7, dar 1 < ¢ < N — 1, av funktionen F ges av

Vi—1 — 21)1' + Vit1 2 sin (5

F,=— % + xv; — xy — 10

Liksom tidigare géller att randvillkoren ger att vg = 0 och vy = 0. Ekvationen F(v) =0
kan 16sas med Newtons metod

Vn+1 — v — hn7



1d. (4p)

3

dar stegvektorn h™ léser det linjira ekvationssystemet J(v™)h"™ = F(v™) och J ar Jaco-
bimatrisen som ges av den tridiagonala matrisen

2 __ cosvp _ 1
h? + o 10 h? COS v 01
2 o _ cosva L
J(v) = T2 pz 22 10 12

Som startvektor v° till Newtons metod kan véaljas 1osningen till det linjira problemet
fran uppgift 1b.

Skriv ett Matlab-program som implementerar din algoritm fran 1c.

Matlabprogrammet nedan ér en pabyggnad till programmet som l6ser uppgift 1b.
N=10;

umitt=5;
umittgammal=6;
iter=0;
while abs(umitt-umittgammal)>1le-5
umittgammal=umitt;
h=1/N;
x=(h:h:1-h)’;
A=diag(-1/h~2*ones(1,length(x)-1),-1)
+diag(2/h"2+x)+diag(-1/h"2*%ones(1,length(x)-1),1);
b=x."2;
u=A\b;
umitt=u(N/2);
N=2xN;
if iter ==
umittgammal=umitt+1;
end
iter=iter+i;
end

% Newtons metod
N=N/2;

v=u;

vmitt=v(N/2);
vmittgammal=vmitt+1;



while abs(vmitt-vmittgammal)>le-5
vmittgammal=vmitt;
J=diag(-1/h"2%ones(1,length(x)-1),-1)
+diag(2/h"~2+x-cos(v)/10)+diag(-1/h"2*ones(1,length(x)-1),1);
F=zeros(N-1,1);
F(1)=—(-2xv(1)+v(2))/h~2+x(1)*v(1)-x(1) "2-sin(v(1)) /10;
F(N-1)==(v(N-2)-2%v(N-1)) /h"2+x(N-1) *v (N-1) -x(N-1) "2-sin(v(N-1)) /10;

for i=2:N-2
F(1)=—(v({i-1)-2*xv(i)+v(i+1))/h~2+x (1) *v(i)-x(i) "2-sin(v(i))/10;
end
v=v-J\F;
vmitt=v(N/2);
end
disp([’Losningen i mitten av intervallet = ’, num2str(vmitt)])

2a. (bp) Funktionen f(z,y, z) uppfyller

£(4.00,2.00,1.00) = 6.5,
£(4.03,2.00,1.00) = 6.2,
£(4.00,1.98,1.00) = 6.6,
£(4.00,1.98,1.04) = 6.8,
£(4.00,2.00,1.04) = 6.7.

Vad ger experimentell storningsrékning (linjar approximation) for felgrans till v = f(x,y, 2)
om z = 4.00 £0.03, y = 2.00 + 0.02 och z = 1.00 £ 0.047

Direkt anvandning av experimentell storningsriakning ger den approximativa felgransen

| £(4.03,2.00,1.00) — £(4.00,2.00, 1.00)|
+]£(4.00,1.98,1.00) — £(4.00,2.00, 1.00)|
[ £(4.00,2.00, 1.04) — £(4.00,2.00,1.00)| = 0.6




2b. (5p) Funktionen g(a, b, c) uppfyller
4(5.00,7.00,4.00) = 2.5,
9(5.01,7.00,4.00) = 2.45,
9(5.00,7.01,4.00) = 2.6,
9(5.00,7.00,4.01) = 2.6.

Vad ger experimentell storningsrdkning (linjar approximation) for felgrins till w =
g(a,b,c) om a =5.00+0.04, b = 7.00 £ 0.02 och ¢ = 4.00 £+ 0.037

Den linjéra approximationen av g runt (5,7,4) ges av

9(5,7,4) + ka(a —5) + k(b —7) + ke(c — 4).

Konstanterna k,, k, och k. tas som approximationer av % 99 ch % respektive, och

’ Db
kan beraknas via differensapproximationerna

. _ 9(5.01,7.00,4.00) — 9(5.00,7.00,4.00)

= -5
0.01 ’
g(5.00,7.01,4.00) — ¢(5.00, 7.00, 4.00)
ky = — 10,
0.01
. 9(5.00,7.00,4.01) — ¢(5.00,7.00,4.00) 0
< 0.01 -

Det storsta virdet den linjara approximationen antar inom de givna granserna for a, b
och ¢ erhalls niar a = 4.96, b = 7.02 och ¢ = 4.03. Darmed blir feluppskattningen

5-0.04+4+10-0.02+10-0.03 = 0.7.

2c. (5p) Funktionen h(a, f,7) uppfyller
h(3.00,1.00,2.00) = 5.0,
h(3.02,1.00,2.00) = 5.1,
h(3.00,1.01,2.01) = 5.1,
h(3.00,1.01, 1.99) = 5.2.

Vad ger experimentell storningsrakning (linjar approximation) for felgréans till £ = h(a, 3,7)
om « = 3.00 £0.03, 5 =1.00 + 0.02 och v = 2.00 £ 0.047

Den linjara approximationen av h runt (3,1,2) ges av
h(3,1,2) + kol — 3) + kg(B — 1) + k(7 — 2).



3a. (7p)

Konstanten k, bestams med finit differens-approximation liksom i uppgift 3b:

. h(3.02,1.00,2.00) — ~(3.00,1.00,2.00) _s
“ 0.02
Konstanterna kg och k., far vi genom att anvéinda punkterna med koordinater (3.00,1.01,2.01)
och (3.00,1.01,1.99) i den linjara approximationen. Detta leder till ekvationssystemet
54 0.01k5 + 0.01k, =5.1,

5+ 0.01ks — 0.01k, =5.2,

med l6sning kg = 15 och k, = —5. Det storsta vardet den linjéra approximationen antar
inom de givna granserna for «, 5 och « erhalls nar a« = 3.03, § = 1.02 och v = 3.97.
Dérmed blir feluppskattningen

5-0.03+15-0.0245-0.04 = 0.65.

Alternativ uppgift 2. (15p) Formulera och bevisa en sats om existens och entydighet
av polynom interpolerande n punkter.

Se t.ex. Sats 3.2 1 laroboken av Sauer.

. Betrakta fixpunktsiterationen

For vilka startpunkter 2o kommer fixpunktsiterationerna (B) att konvergera till en fix-
punkt?

Det finns endast en fixpunkt, z = 0. Om startpunkten zy > 0 sa géller z; > zy. Vi
far darfor ingen konvergens till x = 0. Om zy < —1 sa ar x; > 0. terigen fr vi ingen
konvergens till fixpunkten. Om z¢y = —1 ar x; = 0 och vi har konvergens i ett steg. Om
—1 < xy < 0 har vi att ;7 > x¢ och z; < 0. Vi har alltsa att talfdljden {z,}>°, ar
vaxande och uppat begransad. Den maste darfor vara konvergent. Man kollar enkelt att
gransvardet maste vara z = 0.

Slutsats: Fixpunktsiterationerna konvergerar for alla —1 < zy < 0.
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3b. (8p) For alla startpunkter xy sadana att fixpunktsiterationerna konvergerar till en fixpunkt
a, ge en feluppskattning av felet i iterationssteg n, dvs. |z, — «f.

For zp = —1 och zy = 0 konvergerar fixpunktsiterationerna i ett steg. Antag darfor
att —1 < xyp < 0. Eftersom fixpunkten o« = 0 géller |z, — o] = |z,]. Vi kan skriva
fixpunktsiterationen (B)

Tpy1l — Tp
— = 1.
z
Genom att summera denna identitet far vi
N-1
Z Tnt1 a T — N.
n=0 L

Summan i véansterledet ar en under-Riemannsumma till integralen

Vi har darfor

1 1
— >N,
Zo N
vilket eftersom z < 0 innebéar att
1

< — .
’$N| - N — 1/I0




