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KTH Matematik

TENTAMEN, DEL 2
SF1544

NUMERISKA METODER, GRUNDKURS 1V

Onsdag 7 juni 2023 kl 14.00-17.00

Réttas endast om Del 1 &r godkdnd. Maximalt antal poédng pa denna del &ar 50.

Betygsgranser: 10p D, 20p C, 30p B, 40p A.
Du far arbeta med del 1 och del 2 parallellt under hela skrivtiden.

Svar skall motiveras och utrakningar redovisas detaljerat. Korrekt svar utan motivering
eller med felaktig motivering medfor poéangavdrag.

Inga hjdlpmedel ar tillatna (ej heller minirdknare).

P1. Den ickelinjara modellen

f(t) = e™ (bt + ct?),

dér a, b och ¢ ar parametrar, ska anpassas till datapunkterna i tabellen nedan.

t

0.0

0.1

0.2

0.5

1.0

2.0

4.0

0.1

0.2

0.7

1.2

3.0

8.5

214

a) Antag just nu att a = 0 och anvénd de tre métvéirdena fort = 0,t = 1 ocht = 2
for att for hand berdkna parametrarna b och ¢ med minstakvadratmetoden och

denna linjara modell.

b) Anvind virdena fran uppgift a) som startvirden och formulera Gauss—Newtons
metod for att bestdmma virden pa alla tre parametrarna a, b och c. Definiera

och redovisa tydligt de storheter som ingar i metoden.

c) Skriv ett program som berdknar parametrarna a, b och ¢ med Gauss—Newtons
metod och alla matpunkterna i tabellen ovan. Programmet ska dven berak-
na minstakvadratsumman och plotta residual-kurvan fér métpunkterna. Pro-
grammet ska berdkna parametrarna med minst 4 séikra decimaler.

Lésningsforslag:

a) Med a = 0 blir modellen f(t) = bt + ct?. Inséttning av métvirdena i modellen

ger det linjara ekvationssystemet

0 0
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2 4
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(Forsta kolumnen i A &r ¢ och andra kolumnen &r ¢2.) Systemet dr éverbestamt
och 16ses med hjélp av normalekvationerna ATAZ = A4, Normalekvationerna

HRlERE

b= 1.75,
c=1.25.

b) Gauss-Newtons metod dr en metod for att bestamma ett ungefirligt nollstélle

med 16sning

F (Z) ~ 0 da ekvationen ér éverbestdmd, dvs funktionen F har fler komponen-
ter an vektorn x. Den funktion vi vill hitta ett ungefarligt nollstélle till har ar
residualen, F(#) = (f(t;) — y;), diir indexet i gar fran 1 till 7 och f(¢) beror
pa & = (a, b, ¢). Explicit uppskriven blir funktionen

e (bty + ct?) — 1y

- . e (bty + ct2) —
F@) = Flabo = |© et )

9

e (bty + ct2) — yr

dért = (t1,...,t7) = (0,0.1,0.2,0.5,1,2,4) och i = (y1,...,y7) = (0.1,0.2,0.7
1.2,3,8.5,21.4).
Metoden kraver aven Jacobimatrisen

t1e(bty + ct?) tiet et
J(Z) Pﬁaﬁaﬂ tae2 (bty + ct3) toe™  t3e™
) =22 22 Y5 = . . .
Oa 0b Oc

767 (bt + ct?)  t7e™T {207

Lat startvardet vara 7y = (0,1.75,1.25). Iterationsformeln for Gauss—Newton
lyder
Tpi1 = Tp + Sp, n=0,1,2,...

dér uppdateringen §,, ar minstakvadratlosningen till det 6verbestdmda linjéara

—

systemet J(Z,)s, = —F ().
c) Forslag pa program (Matlab):
t = [0, 0.1, 0.2, 0.5, 1, 2, 4]’;
y = [0.1, 0.2, 0.7, 1.2, 3, 8.5, 21.4]’;

% Gauss-Newton enligt ovan, vdlj tolerans for fyra sdkra decimaler
tol = le-5; s =1; x = [0, 1.75, 1.25]";
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while norm(s) > tol
a=x(1); b=x(2); c =x(3);
F = [exp(a*t).*(bxt+c*xt.”2) - y]; % blir vektor
J = [t.*xexp(axt) .*(bxt+cxt."2), t.xexp(axt), t. 2.xexp(axt)]; % matris
s = -J\F;
X =%x+s
end

% Plotta residualkurvan och berdkna minstakvadratsumman
a=x(1); b=x(2); c=x(3);

r = [exp(axt).x(bxt+cxt.~2) - yl;

plot(t, r, ’.-?)

mkvsum = sum(r."2)

P2. Vi vill 16sa begynnelseviardesproblemet
y' — 2y —y=sin(2wt), y(0.0)=1.0, ¢'(0.0)=0.1 ()
fram till £ = 1.0.

a) Infor lampliga beteckningar och skriv om ekvationen (<{)) som ett system av
forsta ordningens differentialekvationer pa standardform.

b) Formulera framat Euler for systemet i a).
c) Formulera bakdt Euler for systemet i a).

d) Anvénd bakdt Euler och steglingden h = 0.5 for att berdkna en approximation
av y(1) och y/(1), for hand.

Losningsforslag:
a) Lat u =1y och v =9/ sa far vi

u =, u(0) =1,
v =sin(27t) + 2v +u, v(0) =0.1.

Vi kan infora

U= m ., F(t,U)= [Sin(gmf)UJr 20 + u} o Uo= {Oﬂ

och skriva systemet som U’ = F(¢,U), U(0) = U,.

b) Framat Euler for systemet ges av U;; = U; + hF(¢;,U;) dar U och F ar
definierade i 16sningen till a). Utskrivet far vi

Uig1| | U +h Vi
vier| | sin(27t;) + 2v; +w; |
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c) Bakat Euler for systemet ges av U; 11 = U; + hF(t;11, U;11). Utskrivet far vi

Uipr| _ U +h Vit1
Vitr1 (5 sin(27rti+1) + 2Ui+1 + Uit '

d) For att berikna y(1) och 3/(1) nér steglingden h = 0.5 behover vi ta tva steg
med bakat Euler. Om vi borjar med att skriva om bakat Euler pa formen

1 —h Uit - U;
—h 1-—2h Vit1 - Ui+hSiH(27Tti+1>

—1
Uit | 1 —h Ui
Vit1 N —h 1-—2h v; + hSiIl(Q?TtH_l) '

Med h = 0.5 far vi

] [ 1 —05]7" u; o -2 u;
vigr| | =05 0 v; +0.5sin(27t; 1) | —2 —4 | |v; +0.58in(27t4) |

Vi har att ug = 1, vg = 0.1 vilket ger oss

Bﬂ B { —02 :ﬂ L0+0.5usgn(2ml)} - { —02 :421} {0.1+O.15Sin(7r)} B l:g:ﬂ

{Zj N { —02 :ﬂ le —|—0.5uslin(27rt2)] - { —02 :zﬂ [—2.4 —i-_()(.)szsin(%r)} - ﬁ(ﬂ

Sa y(1) =~ uy = 4.8 och /(1) =~ vy = 10.

sa far vi

Alternativ uppgift P2. Formulera och bevisa en sats om konvergens av fixpunkt-
iterationer.

Lésningsforslag: Se Sauer Theorem 1.6 (sida 35) eller anteckningarna fran Forelas-
ning 3, 2022-11-24 (Ekvationslosning, fixpunktsmetoden).

Lés antingen P2 eller alternativa uppgift P2, inte bada. Om ldsningar till den al-
ternativa uppgiften ldmnas in dr det de som kommer bedomas.
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P3. Badhuset Gladjen ténker bygga en rutsch-kana till sin pool. Vid designen ténker de
anvanda interpolation och anpassa banan till ett par givna punkter i omgivningen.
Du som sommarjobbande teknolog far i uppdrag att titta pa designen:

Givna punkter &r

a)

b)

x| 0.00 | 0.30 | 2.10 | 2.40
f12.00|199|0.52 | 0.50

Man vill att forsta delen av banan, den mellan x = 0.00 och = = 0.30, ska vara
helt rak sa att det blir enkelt att kliva pa. Dérefter ska den mjukt boja ned
for att mjukt sluta med en rak del igen mellan z = 2.10 och z = 2.40, innan
de akande hamnar i vattnet.

Foresla lampliga interpolationspolynom for att uppfylla énskemalen.

Ange detaljerat hur banan ska rdknas ut, stdll upp alla de ekvationer som
maste 16sas, men du behdver inte 16sa dem om du inte vill.

(Obs: Om de ekvationer du stéller upp &r icke-triviala behover du ange vilken
metod du i s fall tinker anvinda for att losa dem.)

En person pa badhus-firman kan lite Matlab och féreslar en snabbare 16sning.
I stéllet for att sommarjobbaren ska spendera tid pa att jobba med problemet
sa kan man anropa en spline-funktion i Matlab med enbart de fyra givna
punkterna och fa ut koefficienterna for en bana direkt. Denna Matlab-funktion
anpassar kubiska splines till samtliga datapunkter.

Kommer den sa erhallna rutschkane-banan att uppfylla alla 6nskemalen? Om
inte, vilka villkor uppfylls och vilka uppfylls inte? Kan det bli nagot problem
med spline-rutschbanan?

Losningsforslag:

a)

Mellan x = 0 och z = 0.3 vill vi anvinda linjar interpolation, och detsamma
galler mellan x = 2.1 och x = 2.4. Dessa polynom kan vi bestamma direkt, till
exempel med hjalp av Lagrangeinterpolation, som

(x —0.3) 1.99 (x—0)  203—-2)+1992 60—z

0-03) 77 (03-0) 0.3 30

for 0 <z < 0.3, och

(z —2.4) r—21 05224 — )+ 0.5(z — 2.1)
2(z) =052 —— =2 105, -
palw) =052 955 + 09 o 0.3
198 -2
30
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b)

for 2.1 < x <2.4.

Pa intervallet 0.3 < z < 2.1 maste polynomet po(z) mjukt ansluta till de &v-
riga polynomen vid &ndpunkterna. Det betyder att polynomet maste uppfylla
villkoren

p2(0.3) = p1(0.3) = 1.99,  pa(2.1) = ps(2.1) = 0.52

och dessutom
ph(0.3) =p1(0.3),  ph(2.1) = p5(2.1).

Eftersom det ar fyra villkor maste ps vara minst av grad 3. Vi ansatter darmed
p2(x) = az® + bx? + cx + d. Derivatan blir ph(z) = 3ax? + 2bx + ¢, medan de
linjdra polynomens derivator blir pj = —1/30 och pj = —2/30.

De fyra ekvationer som py ska uppfylla blir:

a-034b-032+c-03+d=1099,
a-2154b-212+¢-21+d =052,
3a-0.3242b- 0.3+ c = —1/30,
3a-2.1242b-2.1 + ¢ = —2/30.

Systemet kan 16sas med backslash i Matlab.
Rutchkanans bana ges da av

pi(z), 0<2<0.3,
p(z) = { pa(z), 03<z<21,
ps(x), 21 <x<24.

Om kubiska splines anpassas till samtliga datapunkter kommer kurvan att
ga genom de givna datapunkterna, men inget av delsegmenten kommer (i
allménhet) bli helt rakt. Banan uppfyller alltsa inte énskemalen om att banan
ska vara rak mellan x = 0 och z = 0.3 samt mellan x = 2.1 och x = 2.4.

Om banan bildar en grop vid slutet kan det till exempel samlas vatten dér,
vilket man kanske inte vill. Det kan ocksa vara svart att kliva pa banan om
den bildar en kulle i borjan.

(Som en bonus visas bada banorna tillsammans med datapunkterna i figuren
pé nésta sida.)



SF1544 Del 2

257
p(x) fran (a)
ol spline fran (b)
O datapunkter
1.5r
1+
057
0




