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P1 Vi vill hitta losningar (z,y, z) till det icke-linjara ekvationssystemet

vyt =522

Vz =2
P ty=—2
(6 p) a) Infor lampliga beteckningar och formulera Newtons metod for syste-

met. Ange explicita uttryck for alla element i de vektor- och matris-
viarda funktionerna som ingar.

Lésning: Systemet skrivs om pa standardform, F(x) = 0:

P+ -5=0

Vz—2r=0
?+y+2=0.
Jacobianen till F blir,
2 2y 2z
Jr(x)=|-2 0 1/(2v/2)].
2¢ 1 1

Givet Xg, tar Newtons metod formen:
Xi+1 :Xl—JF(XZ)_lF(Xl), ’LZO,l,

(6 p) b) Skriv ett Matlab-pogram som anviander Newtons metod for att 1osa
ekvationssystemet. Svaret ska ha ett fel som ar mindre én 1071 i alla
komponenter. Anvéind startgissningen (0, —1,1).

Lésning:

J_F = 0(x) [2*xx(1) 2*xx(2) 2*x(3) ;
2 0 -1/(2*sqrt(x(3)));
2xx(1) 1 171;

F = @(x) [dot(x,x)-5; 2*x(1)-sqrt(x(3)); x(1) 2+x(2)+x(3)];
x = [0;-1;1];
h=1;

while norm(h,inf)>10"-10
J F(x)\F(x);
x-h;

=2
i n



(3 p)

(5 p)

(3 p)

(2 p)

c) Néar Newtons metod anvéinds for att losa ett ekvationssystem far man

att normen av felvektorn ||ex||o efter iteration k, ar

2 1 2 3
ferl 1 02 002 2-10°%]

Hur manga ytterligare iterationer behovs for att fa ett fel som &r mind-
re én 1071°? Motivera ditt svar!
Losning: Felet avtar kvadratiskt. Saledes blir felet efter iteration 4 av

storleksordningen 10~8 och efter iteration 5, med betryggande marginal,
mindre dn 10710, Svar: det krivs ytterligare 2 iterationer.

P2 Vi vill losa foljande integral numeriskt

a)

b)

d)

1
/ t+ (3t +5)%dt.
0

Skriv ett Matlab-program som beréknar integralen med hjilp av tra-
petsregeln. Anvéind steglingden h = 1/16.

Losning:

f = @(t) t+(3%t+5)."3;

h = 1/16;

x = 0:h:1;

I = sum(f(x))*h-h/2%(£f(0)+f (1))

Vilken noggrannhetsordning férvantar du dig av metoden i a)-uppgiften?

Lésning: Metoden har noggrannhetsordning 2 da andraderivatan till
integranden dar begrdansad i intervallet.

Felet plottas i en loglog-graf mot steglangden. Resultat blir en linje.
Forklara varfor det blir en linje och ange vilken dess lutning blir.
Lésning: Enligt teorin begrinsas det globala felet av C'pnh?, ddr konstan-
ten C'gn beror pd andraderivatan av integranden och intervallingden. I
en loglog-graf blir detta en linje med lutning 2 eftersom log(Cypnh?) =
c+ 2log(h).

Vi anvénder istallet Simpsons metod for att berdkna integralen. Vad
blir felet da? Motivera ditt svar!

Losning: Felet blir 0 eftersom felet i Simpsons metod begrinsas av
h*/180 - max,cjo 1) | fW ()|, vilket blir 0 dd f@(x) = 0.

Var god vand!

P3 Foljande begynnelseviardesproblem &r givet

y(t)=y(l—y), 0<t<40.

med y(0) = 107".

a)

Skissa hur 16sningen beter sig samt ange en 6vre begransning pa y.
Lésning: y begransas av 1, y(t) < 1 for alla t.



(4 p)

(8 p)

(6 p)

b)

Formulera Euler bakat for problemet.

Losning: Iterationen ger upphov till ett kvadratiskt polynom @ det okdn-
da vdrdet y,11, om man loser detta analytiskt erhalls (negativ rot falsk
losning):

~ (1=n) Yo (1 —h)?
Y1 =77 h 4h2
Alternativt kan man anvanda Newtons metod eller annan FPI.

Visa att Euler bakat respekterar den 6vre begransningen.

Lésning: For Euler bak gdller att: ndsta vdrde dr det fran vilket man
hamnar pa nuvarande vdarde om man gar ett steg bak i derivatans
riktning. Eftersom y'(1) = 0 och y'(> 1) < 0 sa gdar det aldrig att ga
bakat fran y > 1 och komma till y < 1, sdledes kan det aldrig intriffa
att Yp1 > 1 om y, < 1.

ALTERNATIV LOSNING: Ldt oss anta att y,, < 1, och mer specifikt
att y, =1 — ¢,

LS B AN
Ynir = == T\ T e

. (1-n) +\/1+2h(yn—l)+h2
2h 4h?
 (1-h) N \/(1+h)2 — 4he
2h 4h?
(I1—h) (1+4+h)
ST o Toan
Jamfor berakningsmassigt Euler bakat med Euler framat for detta
specifika problem. Vilken metod rekommenderar du?

Lésning Bada metoder har noggrannhetsordning 1, d.v.s. samma stor-
lek pa tidssteget ger ungefir samma fel forutsatt att metoderna dr
stabila. Berdkningsmdssigt skiljer sig metoderna eftersom FEuler bak
krdver att en kvadratrot beriknas i varje steq. Detta gor att Euler bak
kostar cirka 4 ganger sa mycket som Fuler fram. Fragan blir nu att
reda ut metodernas stabilitetsomrade.

Vi erinrar iterationen for Euler fram:
Y=yt hyt (1= y") =y (L (1Y)
{y"=1—€} = (1 —¢€)(1+ he)

Vi ser att om h < 1 sa forblir iterationen < 1 (stabil). For 1 <
h < 3 sa oscillerar lésningen kring y = 1 och en dure begrdnsning
ges av 1 + % (derivera m.a.p. € och sdtt lika med noll for att fa
mazximal dverskattning, dven har syns att h < 1 ger stabilitet). For
h > 3 kommer iterationen att bli obegransat negativ eftersom metodens
overskattning da blir sa stor att ndsta iterat blir negativt efter vilket
iterationen blir mer och mer negativ. Sammanfattningsvis kan sdgas
att for h > 4 dr Fuler bak berdkningsmdssigt mer effektiv, i annat fall
ar Euler fram mer effektiv.

Lycka till!



