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Tisdag den 22 oktober 2024

DEL I —- GRUNDLAGGANDE PROBLEM

1. Los foljande initialvdardesproblem for y = y(x) och bestim lsningarnas existensintervall.

dy

@ Y ==3"Psinx, ym/2)=1 b ¥ +dy+(2y+27) =0, y(1)=1.

(For bada problemen kan 16sningen skrivas pa explicit form.) “4p)

Losningsforslag. (a) Detta ir en separabel ekvation och vi skriver om den som

1
§y_4/3y/ = —sinx.

Vi integrerar med avseende pa x med substitutionen y = y(x), dy = y'dx, och far

1 1
—y1/3 :/§y4/3dy:/§y4/3y’dx: —/sinxdx:cosx+C.
Initialvillkoret y(7r/2) = 1 ger att
—17'3 =cos(n/2)+C=0+C

sa 16sningen uppfyller

—yil/3 =cosx— 1.
eller
() = 7
X)=—""——.
Y (1—cosx)?

Losningens existensintervall 4r det storsta intervall kring x = 7 /2 dér 16sningen existerar.
I detta fall slutar 16sningen existera vid x = 0 och x = 27 dér vi delar med noll. Existensin-
tervallet dr alltsd 0 < x < 2.

(b) Eftersom
i (y2 + 4xy) =2y+4x= i (2xy + 2x2)
dy ox

och ekvationen inte dr singuldr nagonstans i xy-planet sa &r detta en exakt ekvation. Vi
bestimmer en potentialfunktion y/(x,y) som uppfyller

8—11/: 2+ 4xy, a—W:2xy+2x2.
ox dy

Vi integrerar den forsta av dessa ekvationer och far

w(x,y) = xy* + 2x%y +h(y)
1
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dir A(y) dr en funktion av y som &terstar att bestimma. Detta insatt i andra ekvationen ger

d
2xy+2x% = 3_w = 2xy+2x> + 1 (y)
y
vilket dr uppfyllt om 4'(y) = 0, vilket vi har om vi véljer A(y) = 0. Vi har alltsa hittat en
potentialfunktion
y(xy) =07 + 2.

Losningarna till differentialekvationen ges pa implicit form av y(x,y) = A dér A dr en
konstant. Initialvillkoret ger att den sokta l6sningen gar igenom punkten (x,y) = (1,1)
och alltsa uppfyller

3 3 3
0420y =3 eyt 2y = ey 42yt = — 4 e (yha)t = D4

/3 /3
y=-—xt4/=+x2=—x+/=+x2
X X

Denna funktion &r definierad for alla x > 0 men &r singuldr vid x = 0. Losningens exis-
tensintervall dr alltsa x > 0.

Kommentar: Ekvationen &r ocksa en sa kallad homogen forsta ordningens ekvation i
meningen att dess koefficienter kan skrivas som funktioner av y/x. Den kan ocksa 16sas
med substitutionen v = y/x.

eller

g
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2. Den homogena ekvationen y” — 6t 2y = 0 for y = y(t), t > 0, har en 16sning y; (t) =12,
Bestdm den allménna l6sningen till den inhomogena ekvationen
Y — 6172y =5t —4.
(4p)

Losningsforslag. Vi anvinder metoden med reduktion av ordningen och sétter

y(t) = y1()v(t) =1 2(1).

Med denna ansats ar

y/ _ t—zv/ —2t_3v, y// _ t_zv” — 4t 3 /+6t 4v’
vilket insatt i ekvationen ger
V=6t 2y =12 —43V 46t tv—6t 2 Py =12 — 43V =51 —4

eller
V4 =2(51—4).
Detta dr en forsta ordningens linjér ekvation for funktionen v/(¢). Vi multiplicerar med den

integrerande faktorn
ef(f4t_l)dt — o 4In() _ 4

och far
WY =t >V =125t —4) =5 — 4,
Vi integrerar detta med integralformler (27) och (28), vilket ger
=5Int+4 1 +C
eller
V =5t Inr + 48 4+ Cyrt.
Detta integrerar vi sedan med hjilp av integralformler (27) och (36),vilket ger
Int 1 £ Cr—1
=5 —— t+C C, = Int +1* P +C
v (5 52)—|—+15+2 n++5 +C2

och den sokta allménna l6sningen

C—1
y(t) =t72v(t) =3 Int +-£2 + 1Tt3 S Cypt 2
=1Int+12 +D1;3 +D2t_2
dér vi dopte om de valbara konstanterna till D| = G-l och Dy =C,.

Alternativ metod. Den homogena ekvationen y’ ' — 6172y =0 eller 12y" — 6y = 0 iir en
Eulerekvation, och ansatsen y = ¢ ger en 16sning om r(r — 1) — 6 = 0, det vill sdga om
r = —2 eller r = 3. Den allminna 16sningen till den homogena ekvationen ar alltsa

y= C1t3 +C2l_2.
For variation av parametrar gor vi ansatsen

3 -2
y(t) =ur () +uz(t)t .
Derivatan av detta ar
Y = uy® +ubt ™ 4+ 3uit* — 2upt 3.
Vi antar att
Wi +ubt ™2 =0
sa att
y = 3u1t2 — 2u2t_3.
3
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Detta ger

Y = 3ujt? — 2ubt 3 + 6uyt + Gupr

Insatt i ekvationen far vi
5t—4=y"—6r"2%y
= <3u’1t2 —2ubt ™3 4 6ugt + 6u2t*4> — 672 <u|t3 + uzfz) = 3ult? — 2ubt 3
Funktionerna u; (), us(t) ska alltsa uppfylla
3ujt? —2ubt> =5t—4
i +uyt™ =0

)

eller
3ujt? —2ubt™—> =5t—4
it 4+ uht =3 =0 '

Vi 16ser ut u) (1), ub(t) och far

Detta integreras till

4 1 1
ui (t) :lnt—i—gt_l—I—Ch uz(t):—§t5+§t4+C2.
Den allménna I6sningen till ekvationen r alltsa

y(t) = uit> + upt

4 1 1
= <lnt—|—§t_] +C1>t3—|— (— —£ —|——t4+C2>t_2

5 5
3 2 1\ 3 AP
=t Int +1¢ +<C1—§>t —|—<C2—|—§>t .
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3. Matrisen A = (_14 _;) har det dubbla egenvirdet r = —3. Bestdm den fundamental-

matris ®(¢) till systemet x'(z) = Ax(¢) for vilken ®(0) dr lika med identitetsmatrisen L.
(4p)

Losningsforslag. Ansatsen x(r) = €& ger en 16sning om & ér en egenvektor till A med
egenvirde r. Egenvektorer & med det givna egenvirdet r = —3 ges av

0=(A+30)E= (_11 _11> £

Vi hittar en egenvektor & = (_11) och en I6sning

xi(f)=e (_11> .

D4 det ej finns fler linjért oberoende egenvektorer gor vi ansatsen x(7) =te’" & + " n vilket
ger en 10sning om

rte"E +e"E+re'n =X (1) = Ax(1) = A (1e"E +e"'n) =1"AE + AN

det vill siga om
AL =r& och An—m=¢,
vilket betyder att & dr en egenvektor till » = —3, och N &r en sé kallad generaliserad

egenvektor. Vi viljer § = (_11) som ovan, och ska direfter 16sa ekvationen (A +3I)n =

£ eller
(7)== ().

En 16sning till denna ekvation dr n = (_01), sa

Xo(t) =te ™ (_11> +e (_01> =e <t:t1> :

ar en andra 16sning till systemet av differentialekvationer.
Matrisen W(¢) med x; (¢),x2(#) som kolumner &r en fundamentalmatris till ekvationen,

=3t =3t
(e (t—1)e ooy (1 =1
() = (_eBz o3 ) =e 1 ¢
Den uppfyller ¥'(r) = A¥(¢), men ¥(0 < 11 01) # L. Vi multiplicerar ¥(z) med
¥(0)~! fran hoger och far

()
(0 ) ()

Denna matris ©(¢) uppfyller ®'(r) =¥ (¢ =AYP(1)¥(0) ! = Ad(r) tillsammans
med ®(0) =T och ir alltsa den sokta fundamentalmatrlsen

L
=
N~—r

[
€
=
N~—
€
N
=)
N—
I

[

O
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DEL II — AVANCERADE PROBLEM

4. Visa att ekvationen

Xy 4 xy 4+ (x—=1)y=0

for y = y(x) har en reguljir singuldr punkt vid x = 0. Bestidm en serielosning av Frobe-
niustyp vid x = O till ekvationen. For detta ska du ange den rekursionsrelation som ger
koefficienterna i serielosningen, samt berdkna minst fyra noll-skiljda termer. For vilka x
konvergerar denna serielosning? Forklara ocksa varfor denna serieansats inte ger en andra
linjért oberoende 16sning. 4p)

Losningsforslag. Eftersom koefficienten x> framfor hogsta derivatan y” #r noll vid x = 0 4r
punkten x = 0 en singulédr punkt. For att undersdka om det dr en reguljédr singuldr punkt
skriver vi om ekvationen som

2y x(1)y + (x = 1)y =0.
Da koefficienterna i parenteser hir,
1 och x-—1,

bada &r reguljdra vid x = 0 dr det en reguljdr singuldr punkt.
For att hitta serielosningar till ekvationen gor vi ansatsen med en Frobeniusserie

(] [oe)
T n__ r+n
y=Xx Z apX = Z anX )
n=0 n=0

dir r dr ett reellt tal, och vi antar att den forsta koefficienten ag = 1. D& dr

y = Z an(r+n)xt"1 och ' = Z an(r+n)(r+n—1)x"+2,
n=0 n=0

Insatt i ekvationen ger detta

0=x"y"+xy' + (x— 1)y

=52 (i an(r+n)(r+n— 1)xr+"_2> +x (i an(r+n)xr+"_1) +(x—1) (i anxr+">
n=0

= Z an(r+n)(r+n—1)x""+ Z an(r+n)x" + Z anx Tl Z apx" "
n=0

n=0 n=0 n=0
= Z (an(r—i—n)(r—l—n —1)4au(r+n) —an>xr+" + Z ap_1x" "
n=0 n=1

= Z (r+n+1)(r+n—1Dax"+ Z Ap_1 X"
n=0 n=1

o5

=(r+1)(r—1)apx" + Z [(r—i—n—l— )(r+n— l)an—l-an,l]x’ﬂ.

n=1
Eftersom ap = 1 sa maste r uppfylla indicialekvationen
O0=(r+1)(r—1).
Vi far tva 16sningar
r=1, rp=—1.
For att fa en 16sning maste koefficienterna sedan uppfylla
(r+n+1)(r+n—1)a,+a,-1=0
forn > 1.
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Enligt teorin for 10sningar med Frobeniusserier vet vi att den storre roten r;{ = 1 kommer
att ge en 10sning. For r; = 1 har vi rekursionsekvationen

(n+2)na,+a,—1 =0

eller 1
n =" (n—|—2)nan_1
for n > 1. Observera att vi inte delar med noll hir. Eftersom ay = 1 far vi
1 { 1 ( 1)< 1) 1 1 1 1
ag=——I1l=—, aa=(—=)(—2)==—, a3=—=—, a4= =
T3 37 TV T TP 3600 T 24360 8640
Det dr mojligt att identifiera att
2(=1)"
= , >0.
R TR
For roten r; = 1 hittar vi alltsd en 16sning
> 1 1 1 1 = 2(—1)"
- (Y T S S T L ): S S
»1() xn_g“nx o139 27~ 300" a0 Y (i 2)n!

till differentialekvationen.

Enligt teori for Frobeniusserier som 16sningar till reguljért singulidra ekvationer sa kon-
vergerar serien atminstone for de x for vilka koefficientfunktionernas Taylorserier konver-
gerar. | detta fall dr dessa koefficienter lika med 1 och x — 1 vilka forstas har serieutveck-
lingar som konvergerar for alla x. Serielosningen y; (x) konvergerar alltsa for alla x (vilket
ocksa ir enkelt att testa med kvottestet).

Om ansatsen med en Frobeniusserie skulle ge en andra 16sning sa skulle det vara med
den andra roten r, = —1 till indicialekvationen. For denna ska koefficienterna a, uppfylla
ap = 1 samt rekursionsekvationen

n(n—2)a,+a,—1 =0
forn > 1. Med n =1 far vi —a; +aop = 0 sa a; = 1. Direfter far vi ekvationen
2:0-ap+a; =0, eller 1=0,

for n = 2. Da denna ekvation dr omdjlig att uppfylla sa finns det ingen andra 16sning.
0
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5. Den ickelinjira ekvationen
X4 (1- (x')z)x'+x =0
for x = x(r) har en 16sning x(7) = 0. Om vi sitter y(¢) = x'() sa ger ekvationen ett autonomt
system for (x(z),y(t)) for vilket (0,0) &r en kritisk punkt.
(a) Forklara vad det betyder att en kritisk punkt dr (asymptotiskt) stabil resp. instabil.
(b) Vad sdger metoden med linjirisering om stabiliteten for den kritiska punkten i denna

uppgift?
(c) Visa att den kritiska punkten idr stabil med Lyapunovs metod.

4 p)

Losningsforslag. (a) Se kursboken avsnitt 9.2.
(b)Medy =x'farviy’ =x" = — (1— (¥')?) ¥ —x = — (1 —y*) y—x och det autonoma

systemet
=
Y=—(1=y)y—x
0 1

For detta system ges linjériseringen i origo av det linjdra systemet x' (1) = (_1 B 1) x(1).

Typen for det linjdra systemet dr en stabil spiral, vilket sdger oss att det ursprungliga
systemet har en asymptotiskt stabil kritisk punkt i origo.

(c) Om vi istéllet ska anvdnda Lyapunovs metod sa forsoker vi hitta en Lyapunovfunk-
tion pa formen

V(x,y) = Ax> + By?.

Om A,B > 0 sa dr alltsa V(x,y) en positivt definit funktion vilket &r forsta villkoret pa en
Lyapunovfunktion. Vi ska nu vilja A, B sa att V(x,y) inte vixer lings 16sningskurvor till
systemet som startar néra (0,0). For en sddan 16sningskurva berdknar vi

oo d _dVdx JVdy

V= Vxn),y(t)=5-— +8_yE

Om vi viljer A=B=1o0ch B=1/2saidrV =—-2y*(1—y*)sadatt V<0day> <I.
Funktionen V ir alltsd negativt semidefinit sa enligt Lyapunovs stabilitetssats dr origo en
stabil kritisk punkt.

= 2Axy+2By(—(1—)*)y—x) = (2A—2B)xy—2By*(1—y?).

O
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6. Denna uppgift géller existens och entydighet for I6sningar y = y(¢) till initialvirdesproblemet

Y=fty), y0)=0,
didr funktionen f(z,y) #r definierad pa en rektangel R i ty-planet med (0,0) € R.

(a) Formulera Picards sats som garanterar att initialvardesproblemet har en unik 16sning.
Var noggrann nér du anger villkoren i satsen.

I beviset av Picards sats definieras en foljd av y = @,(¢) av approximativa 19sningar
genom @o(¢) = 0 och @,41(t) = [ £(s,Pu(s))ds. En del av beviset visar att det finns ett
h > 0 sa att alla ¢, (¢) 4r definierade for |¢| < h. Weierstrass M-test sdger att om en f6ljd av
funktioner f;(¢) uppfyller | f; ()| < M; for alla ¢ dér };” , My konvergerar sa konvergerar
serien av funktioner Y7 fi(¢) likformigt.

(b) Visa att foljden fi(r) = ¢ (t) — §—1(z) uppfyller villkoren for Weierstrass M-test.
Forklara kort hur existensen av en 16sning foljer av detta.

4 p)

Losningsforslag. (a) Se Boyce-DiPrima Theorem 2.8.1.
(b) Differentialkalkylens medelvirdessats tillimpad pa f(z,y) som funktion av y sidger
att

F(ty1) — Fltoyn) = 3—;‘<r,y*><y1 y5)

ddr y* ligger mellan y; och y,. Eftersom funktionen d f/dy ér kontinuerlig pa det kom-
pakta definitionsomradet R sa dr den ocksa begrinsad, |d f/dy| < K, och vi drar slutsatsen
att Lipschitzvillkoret

|f(t.31) — f(t,32)] < K|y1 —y2|

giller.
Eftersom f(z,y) édr kontinuerlig pa rektangeln R sd dr den ocksa begrinsad. Lat L
vara en konstant sa att [f| < L pa R. For den forsta funktionen ¢(¢) har vi ¢;(¢) =

JE£(s,00(s))ds = [ f(s5,0)ds, s&
! lt] It
\‘7’10)!:‘/0 f(s,0)ds S/O !f(s,O)Idss/o Lds=Llt|.

For ett induktionsbevis, antag nu att

LKk—l‘t‘k

|0 (t) — 1 ()| < T

for nagot k > 1. Eftersom
¢k+1(f)—¢k(f)=/0 (f (s, () — £ (s, Q—1(s))) ds

sa ger Lipschitzvillkoret och induktionsantagandet att

e (0= 000l = | [ (5. 0006)) — S 5.961(5)) ds

|¢]
< /0 1£(5,8e(5)) — £(5, 91 (5))] ds

il
< /0 K |(s) — d_1(s)| ds

It| LKk71|S|k LKk|t|k+l
<K/ — .
=% T (k+1)!

9
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Vi har alltsa visat att
LKk’t‘k—H LKkhk—H
t)— 1) < < =M,

forallak=0,1,2,...,ddr A > 0 édr sddant att alla ¢, (¢) dr definierade pa intervallet |¢| < h.
Med kvottestet dr det litt att se att }_;” , Mj dr konvergent.

Vi drar slutsatsen att summan av funktioner Y} fi(t) = Y7o O (t) — Pr—1(t) = Pu(2)
konvergerar likformigt da n — oo. Da konvergensen ar likformig kan vi lata n — oo i ite-
rationsformeln for ¢, (¢) och se att grinsfunktionen ¢ (¢) uppfyller ¢(¢) = J§ f(s,9(s))ds.
Om vi deriverar detta ser vi att y = ¢(¢) 1oser initialvirdesproblemet.

O
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