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1. En partikel med massa m ror sig pa en sféarisk yta med radie R. Hamilton-
operatorn ar
L2
T 2mR2
Vagfunktionen vid tiden ¢t = 0 ar

U(z,0) = N(YY + (1 +20)Y! + (3 —10)YD)

dar Y;™ éar klotfunktioner. Bestam:
(a) N.

(b) Vagfunktionen vid tiden ¢.

(c) (L > och (L.).

(d) (L) + (Ly)-

2. En strale av silveratomer passerar genom en Stern-Gerlach apparat med mag-
netfaltet i riktningen n = \%(ez + e.). Den inkommande stralen har spinn-
tillstandet

1
|x>=ﬁ(|+2>+|—2>)

dér | 4+ z) dr spinn upp och | — z) dr spinn ner i z-riktningen.

(a) I den inkommande stralen berékna (S,), (S,) och (S.).

(b) Berdkna andelen partiklar som kommer ut ur Stern-Gerlach apparaten i spinn
upp-stralen och i spinn ner-stralen i riktningen n.

VAND!



3. Tva identiska partiklar &r i en gemensam endimensionell odndlig potentiallada
med langden L. Partiklarna antas inte vixelverka med varandra.

(a) En métning av totala energin ger att systemet ar i grundtillstandet. Vad &r
totala energin och tillstandsvektorn for systemet bade i fallet nér partiklarna &r
bosoner och nér de &r fermioner med spinn 1/2. Vid degeneration, ange hur ménga
degenererade tillstand det finns och ange samtliga.

(b) Samma fraga som i (a) om energimétningen i stéllet ger forsta exciterade
tillstandet.

4. En harmonisk oscillator i grundtillstandet utsétts vid ¢ = 0 for storningen
V(z,t) = Az sin(Q)

dar A ar en konstant och 2 ar vinkelfrekvensen hos storningen. Berékna sanno-
likheten att oscillatorn &ar i det n:te exciterade tillstandet vid tiden ¢ > 0. Ap-
proximera genom att i slutresultatet endast ta med termen som ar néra resonans.
Forenkla sa langt som mojligt.

5. Vid alfa-sonderfall tunnlar en a-partikel (som bestar av tva protoner och
tva neutroner) ut ur en atomkérna. I datorlaborationen antogs utan hérledning
Gamows formel for transmissionssannolikheten: 7'~ e~¢/VE dir C' ir en konstant.
Hérled formeln genom foljande steg.

(a) WKB-approximationen: Ansitt en vagfunktion pa formen ¢ = ¢/@)/" Visa
att 16sningen till Schrédingerekvationen till lagsta ordningen i A blir

¢ ~ ezl:%fp(a:’)d:v’

dér den klassiska rorelseméngden ges av (p(z))? = 2m(E — V (x)).
(b) For tunnling vid laga energier F genom omradet 27 < x < x5 dér V(z) > F
blir transmissionssannolikheten

T~ e—% f;lz \/2m(V(z)—F)dz

For alfa-sonderfall &r potentialen V(z) = 2Ze%/(4mepxr) och a-partikelns energi
ges av B = V(z,). Visa att detta leder till T ~ ¢=C/VE.

LYCKA TILL!



Losningar

1. En partikel med massa m ror sig pa en sfirisk yta med radie R. Hamilton-
operatorn ar

L2
" 2mR?
Vagfunktionen vid tiden ¢t = 0 ar
U(z,0) = N(Yg + (1+20)Y] + (3 —9)Yy)

dar Y;™ &ar klotfunktioner. Bestam:

) N

(a

(b) Vagfunktlonen vid tiden t.
(c) {L*) och (L).

(d) (L3) + (L)-

(a)

a
(U|W) = [NP(1+1+4+9+1)=16|N]*=1

Vilj N = 1/4.

(b) H = L?/2mR? och L*Y™ = I(I + 1)R*Y;™ ger By = I(I + 1)h?/2mR?. Tids-

utvecklingen ges av de stationéra tillstanden:

1 , '
\I/(l’,t) = Z(YE)O + (1 T 2Z~>Y’1167'LE1t/fl 4 (3 _ i)}é?)eszgt/h)

dir Ey = 0, By = 212 /2mR?, E, = 6h2/2mR2.
(¢) L2Y™ = I(1 4+ 1)h*Y;™ ger

1
<L2>:E(O+5.2+10.6)h _7—2712_4375}12

LY, = mhY,™ ger

1 25
L 1410-2)h = h = 1.5625h
(L) = 16(0+5 +10-2) T 5625
(d) Borja med
(L?) = 1(0+5 12410 - 2%)A? = B p
16 16

Eftersom (L?) = (L2) + (L) + (L2) blir

045, 2.,

(L) +(L2) = (L)) = (I}) = == = =

Ovning: visa att (L2) = (L2) = 2312,



2. En strale av silveratomer passerar genom en Stern-Gerlach apparat med mag-

netfaltet i riktningen n = \%(ex + e.). Den inkommande stralen har spinn-
tillstandet 1
=—(+2+]|—%
0= 5+ +1-2)
dér | + z) ar spinn upp och | — z) ar spinn ner i z-riktningen.

(a) I den inkommande stralen berdkna (S,), (S,) och (S.).
(b) Berékna andelen partiklar som kommer ut ur Stern-Gerlach apparaten i spinn
upp-stralen och i spinn ner-stralen i riktningen n.

(a) Skriv pa matrisform:

0= (1) =1+

A h (0 1 1 h
(5a) = 30113 (1 0) (1) T2
-t ()
s9=5005 (5 %) (1) =0

(b) Spinnoperatorn i riktningen n ar

h (1 1
S =n-S=——_
w95 )

Bestdm egenvektorer till egenvéirdena S,, = +h/2

1 1
Sn——l-h/Q:(1/\/5—1)a+b/\/§—0:>lx)——( )
" 122 \V2-1
1 -1
Sn:—h/Q:(1/\/§+1)a+b/\/§:0:>\x_>:—( )
Vit 2z \V2+1
Andel partiklar i utgaende stralen med spinn upp i riktningen n:
11 1 |° 1 2+/2
- (1,V2-1 () = = = 0.854
Andel partiklar i utgaende stralen med spinn ner i riktningen n:
1 1 1\ |” 1 2 -2
i —1,\/§+1() = = = 0.146
bR = s 5 | () -5

Kontroll: summan av andelarna ar =1. OK.



3. Tva identiska partiklar &r i en gemensam endimensionell odndlig potentiallada
med langden L. Partiklarna antas inte vixelverka med varandra.

(a) En métning av totala energin ger att systemet &r i grundtillstandet. Vad &r
totala energin och tillstandsvektorn for systemet bade i fallet nér partiklarna &r
spinnlosa bosoner och nér de ar fermioner med spinn 1/2. Vid degeneration, ange
hur manga degenererade tillstand det finns och ange samtliga.

(b) Samma fraga som i (a) om energimétningen i stéllet ger forsta exciterade
tillstandet.

Notation: |a)|b) betyder att partikel 1 &r i a och partikel 2 &r i b.
(a) Grundtillstindsenergin dr F = 2F; = h*r*/mL>.
Spinnlosa bosoner: tillstandet ar symmetriskt under utbyte
W) = [1)[1)
Det finns ingen degeneration.

Fermioner med s = 1/2: tillstandet blir antisymmetriskt under utbyte genom att
spinndelen ar den antisymmetriska singletten:

) = |1>|1>Xsinglett

Det finns ingen degeneration.
(b) Forsta exciterade energinnivan dr F = Fy + FEy = 5h?m?/2mL>.

Spinnlosa bosoner: tillstandet dr symmetriskt under utbyte:

1
V) = E(|1>I2> +12)[1))

Det finns ingen degeneration.

Fermioner med s = 1/2: det finns 4 degenererade energiegentillstand: Ett egen-
tillstand med symmetrisk rumsdel och antisymmetrisk spinnsinglett:

1
W) = E(H)!% + 12)11)Xsinglett
Tre egentillstand med antisymmetrisk rumsdel och symmetrisk spinntriplett:
1
W) = E(!U\?) — 121X triplett

Tillstandet efter matningen blir en superposition av dessa 4 degenererade tillstand.



4. En harmonisk oscillator i grundtillstandet utsétts vid ¢ = 0 for stérningen
V(x,t) = Az?sin(Qt)

dar A ar en konstant och 2 ar vinkelfrekvensen hos storningen. Berdkna sanno-
likheten att oscillatorn dr i det n:te exciterade tillstandet vid tiden ¢ > 0. Ap-
proximera genom att i slutresultatet endast ta med termen som &r néra resonans.
Forenkla sa langt som maojligt.

Fran foreldsning 14 med a = 0,b = n:

2

t
Py, (t) / et Vo (1) dt’
0

T
Berikna V(') = a(2[2?|0) sin(Q2t). Matriselementet:
(nla?10) = 5 —{nl(a’ +a)?|0)
2mw
Eftersom b = n # a = 0 blir

(nl(a’ +a)[0) = (n|(a")?|0) = V28,5

Tidsintegralen:
t ; ’ ]. t : / ; / ; / 1 t ; / . /

/ ezwot Sil’l(Qt/) dt' = — ezoJOt (eth _eszt ) At = — (ez(w0+ﬂ)t _ez(wofﬂ)t ) dt’

1 ei(wo-l—Q)t -1 ei(wo—Q)t -1

_Z( i(lwo+9Q)  i(wo— Q) )
Detta ger
Al? i(wo+Q)t _ 1 i(wo—Q)t __ 1 2
POn(t) - | ’ ‘ - ‘ 5712
8m2w? wo + wo — ) ’

dér wy = (Ey — Ey)/h = 2w och E,, = (n+ 1/2)hw. Approximera genom att ta
med termen med wy — 2 som ar i resonans for 2 = wy = 2w:

cilwo—t _ 1 2 i(wo—Nt/2 L —i(wo—Q)t/2 |2

WO—Q

AP e

2m2w?

e
21 (CU() — Q)

A
Foalt) = 8m2w?

AP sin?[(wo — Q)t/2]

C2m2w? (wp — )2
Sannolikheten for 6vergangar till n # 2 blir = 0 med forsta ordningens stornings-
teori.




5. Vid alfa-sonderfall tunnlar en a-partikel (som bestar av tva protoner och
tva neutroner) ut ur en atomkirna. I datorlaborationen antogs utan hérledning
Gamows formel for transmissionssannolikheten: 7' ~ e~¢/VF dir C dr en konstant.
Hérled formeln genom foljande steg.

(a) WKB-approximationen: Ansitt en vagfunktion pa formen ¢ = ¢//@)/" Visa
att 16sningen till Schrédingerekvationen till lagsta ordningen i A blir

w ~ e:t%fp(m/)dx/

dir den klassiska rérelseméngden ges av (p(z))? = 2m(E — V(z)).
(b) For tunnling vid laga energier E genom omradet z1 < z < zo dér V(z) > E
blir transmissionssannolikheten

T ~ 6_%f;12 2m(V (z)—E) dx
For alfa-sonderfall &r potentialen V(z) = 2Ze%/(4mepzr) och a-partikelns energi

ges av = V(z). Visa att detta leder till T~ e~C/VE.

(a) Derivera ¢ = e/@)/h.

i

v ="y
o (i
—(7— n2>¢

SE:
h2
—o ! VY = By
2m
_ 1
2m

(@hf" = (f) W + Vi = EY

Lagsta ordningen i A fas genom att siatta h = 0 vilket ger
() =2m(E = V(@) = (pla))? = ' = (o) = | =+ [ pla") e

Detta ger den sokta formen ) ~ etn [pE)de gom giller till ordningen A°.

Kommentar: till férsta ordningen i A blir

w ~ ieﬂ:%fp(a:')dac’
p(x)

dar A ar en konstant. Se Griffiths bok.



(b) Utga fran

xr2 2 T2 1 1
T ~ exp (—%\/Qm/ \/V(ac)—de) = exp <—7—:L\/2mk/ \/———dx)
T T xz T

dir V = k/z,E = k/xo,k = 2Ze*/(4mey). Integralen blir (BETA sid 153 nr
59):

Lo — lC
\/_ Toarcsinl — y/x 272 — 1'1 — X9 arcsin

Tunnling vid laga energier betyder att £ = V(x3) dr mycket mindre &n tunnlings-
barridren V' (z1) dvs 1/zy < 1/xy eller xy < x9. I denna gréns kan uttrycket ovan
forenklas genom xy — 21 & 19, arcsin \/ T /Ty A \/ x1/ o vilket ger

21 1 T
—— —dr =~ - —2
/xl T Zo v \/$_22 Vo

Den andra termen &r en konstant som kan forsummas for x; < x9. Med o = k/E
blir da

~ exp(—C/VE)

dar
_ Ze* m/2m
 Adwey R

ar en konstant som inte beror pa F.

Alternativ 16sning med dimensionsanalys: [V — E| = [E] = [k/x] ger

/\/v E dz] = [VEz] = [VEk/E] = [k/VE] :>/\/V E dz ~ T

dvs

~ exp(— C’/\/_)

dér C ar en konstant som inte beror pa E. Notera att i pr1nc1p kan det dven
finnas en term till i exponenten eftersom [k/vVE| = [k/\/k/x1] = [V/Ez1] dvs en
konstant ~ /kx; som inte beror pa E. Pa samma sitt som i losmngen ovan blir
den forsumbar vid laga F.



