KTH Fysik

Tentamen i Fysikens matematiska metoder
S11200; SI1140 Del 2; SI1143

Fredagen den 7 juni 2024 kl 8:00 — 13:00

Anteckna pa varje blad: namn, personnummer, och problemnummer.
Tillatna hjilpmedel: bara formelsamlingen som delas ut

Obs! Minirdknare ej tillaten.
Notera gérna dina bonuspoéng pé din tentamens forsta sida.

Examinator: Edwin Langmann (Epost: langmann@kth.se)
Loésningar: Kommer att finnas pa kurshemsidan (Canvas)
Motivera utforligt! Otillrackliga motiveringar kan medféra podngavdrag.
Infér och forklara konstanter och symboler du behé6ver!
Notation: ug(z,t) = %u(m,t); fl(x) = %; z € R betyder —oco < z < 0o
OBS: Om inget annat skrivs sa kan man fa full poédng &ven om man inte berdknar

alla integraler.

1. ! Bestéam funktionen U(z,t), 0 < x < L och ¢ > 0, som uppfyller féljande problem

Ui(z,t) — aUpp(x,t) = Ae™® (0 <z < L,t > 0),
U,t) =0, UL, t)=0  (t>0),
U(z,0)=0 (0<z< L)

ddr a >0, L > 0, A > 0 och b > 0 &r konstanter. Ledning: En korrekt partikulér-
16sning till partiella differentialekvationen och randvillkoren kan ge 4p. (6p)

2. (a) Berdkna temperaturen T'(r,t), 0 < r < R och t > 0, som uppfyller

2
Ty(r,t) — a(TM(r, £+ “To(r, t)) —0 (0<r<R.t>0),
r
T(O,0)] <00, T(R,t)=Ty (t>0)
T(r,0)=Ty (0<r<R)
dar R >0, a > 0, Ty > 0 och T} > Ty ar konstanter. Alla integraler skall berdknas
for full podng. Ledning: Vi rekommenderar att du borjar med att svara pa fragan

(b) nedan. [ zsin(x)dz = sin(z) — x cos(x). (4p) (b) Ange en detaljerad fysikalisk
tolkning av problemet i (a). (2p)

(v.g.v.)

'Dina bonuspoing fran hemtalen under VT2024 adderas till dina poing pa uppgift 1, dock kan du
maximalt f& 6 podng fran uppgift 1 och hemtalen tillsammans.



3. Du skall berdkna stationédra hastighetsvéltet v = v(r) hos en vitska som stréommer
forbi en cylinder med radie R. Hastighetsfiltet ar rotationsfritt, V x v = 0,
divergensfritt, V - v. = 0, projektionen av hastighetsfialtet pa normalriktningen n
vid cylinders randyta &r noll, n - v = 0 vid /22 + y?> = R, och hastigheten blir
konstant och parallel med z-axeln langt fran cylindern, v — vpe, nir 22 +y? — oo
dar vy > 0 ar en konstant. Ledning: Visa att v kan framstéllas som gradient av
en potential @, stall upp ekvationer som & skall uppfyller, och beridkna & och v.
Anvénd lampliga kroklinjiga koordinater. Du kan anta att v &r z-oberoende och
att e, - v =0. (6p)

4. (a) Du skall berdkna elektriska potentialen U(z,y,z) i omradet z > 0, y > 0,
z € R i foljande situation. (i) Det finns en punktladdning @ i punkten (z,y,z) =
(a,2a,0) diar a > 0, (ii) randytan = = 0 &r jordat, dvs., U = 0 vid = 0, (iii)
normalriktningen av elektriska faltet E &r noll vid randytan y = 0, dvs., e,- E =0
vid y = 0. Ledning: Stall upp en matematisk modell for U. Kom ihag att E = —VU
och V- E = p dér p(r) = Q§(x — a)d(y — 2a)d(z) &r laddningstétheten. (4p)

(b) Ange definitonen av Greensfunktionen till problemet i (a). (Du behover inte
berékna Greensfunktionen.) (2p)

5. (a) Berdkna tidutvecklingen av lufttrycket p = p(r,t) inom omradet \/22 + y> < R,

0<z< Rom
0) = 200 (0< /22412 < R/2)
Cpe (R/2< V2242 < R)

och py(r,t = 0) = 0, dér py > 0 &r en konstant. Lufttrycket uppfyller vagekvationen
pi — c2Ap = 0, och normalderivatan n - Vp ir lika med 0 vid randen av omradet
(¢ > 0 &r en konstant). (5p) (b) Ge en fysikalisk tolkning av randvillkoret i (a).

(1p)

6. Lat y(z) vara en kurva i xy-planet som gar mellan punkterna (zq,y;) = (0,a) och
(x2,y2) = (a,a) ddr a > 0 (0 < & < a). Genom att rotera kurvan kring x-axel
genereras en rotationsyta S i R®. Bestim funktionen y(z) si att arean av S blir
extremal. Ledning:

p(r,t =

\/% = arcosh(¢)

dér arcosh(§) ar inverse till cosh(€) (cosh(§) = 3(e* +e7%)). (6p)

LYCKA TILL!



Losningsforeslag till tentamen i Fysikens matematiska metoder 240308
I TYPED THIS QUICKLY: PLEASE LET ME KNOW BY EMAIL IF YOU FIND
ANY MISTAKES/TYPOS. THANKS.

1. Ansatsen

Uw,t) =Y falz)gn(t)
ger egenfunktioner f,(x) och egenviardarna A\, som lésning av problemet

—f"(x) = Af(x), f(0)=f(L)=0.

Detta ger
fo(z) = sin(k,z), M=k, k,=(n—2% z, n=1,2,
n 2 L
och
9 (L
g (t) + akign(t) = z/ Ae Y sin(kpx)dr = Che™®,  g,(0) =0
0
dar .
2A 2A
C, = T sin(kpz)dr = Ik, (1 —cos(k,L)).

En partikulérldsning till g,-problemet édr C,,e% /(—b+ak?), och allméinna l6sningen
ar

_ —ak2t Cy —bt

gn(t) = Cpt Tak%e

med godtyckliga konstanter ¢,. Villkoret g, (0) = 0 ger

— On
T T T rakz
Detta ger
Ch —ak2t —bt
gn(t) = ot ak? (—e "te )
Svar:

- Cn —a 2 _ . T
U(-Ta t) = Z m (_e kot +e bt) Sln(kn$), kn — (n — %)E
n=1 n

dar
2A

Lk,
Alternative solution (sketchy): We first try to find a particular solution Up,,+(x,t) =

f(x)e " to the PDE and BC (boundary conditions). Inserting this into the PDE
and BC we obtain

C, (1 —cos(k,L)).

)+ i =2 )= =0



This ODE has the general solution

A b
f(z) = —— + cycos(Kzx) + cosin(Kz), K := \/j
a a
and the boundary conditions give the following conditions,
A .
—— 4+ =0, —cKsin(KL)+ cyK cos(KL)=0
a

A A

=0 =—, co=—tan(KL).
a a
Thus,
A :
flx) = —( — 14 cos(Kx) + tan(KL) sm(Kw))
a

where we assume that K L is such that tan(K L) is finite (no resonance).
The ansats
Ulx,t) = f(x)e ™™ 4+ u(x,t)

leads to a standard homogeneous problem for u(z,t) (I do not give details on how
to solve this, but this solution would be required for full points in case you use this
second method).

. (a) Ansatsen

T(T, t) = To + Z fn(r)gn<t)

ger )
=fr) =~ fr) = Af(r),  f(O) < oo, f(R)=0
som har 16sningar
Fulr) = Sm(f"r), Ay = K2, k= n% (n=1,2,...)

ODE problemet for g,(t) blir

Gn(t) + akyga(t) =0,

gn(0) = foR(Tl — To)(1/r) sin(kyr)ridr _2(h - Th) /R sin(k,r)rdr
[T = To)[(1/7) sin(kyr)]2r2dr R 0
o 2(T1 — T()) fn Rl . . 2<T1 - TO) o 2(T1 B TO) n—1
Loésningen till ODE ar ,
gn(t) = gn(o)eiaknt'
Svar:
oo . k/‘ )
T(rt)=Ty+ Y 2T; — )=y S e T

k,r ’
n=1 n



(b) Temperturen i ett sfariskt homogent omrade med radie R. Randtemperaturen
ar alltid lika med 7§, och temperaturen vid tiden ¢ = 0 ar konstant och lika med 77 .
(T.ex., ett homogent klot med radie R och temperatur 7} kastas vid tiden ¢ = 0 i
en vatska med temperatur Tj, och man skall berdkna temperaturutvecklingen inom
klotet.)

. Ett vektorfilt som &r rotationsfritt kan alltid skrivas som gradient av ett skallarfalt:
v=Vd. V.v=0ger
AP = 0.

Villkoren ar
b — vz (r — 00)

och
n- VQD\MZR = 0.

Vi infor polédra koordinater x = r cos , y = rsin ; detta ger

1 1
q)rr(r7 90) + ;cbr(h 90) + ﬁq)soso(ra 90) = 07

O(r, ) — vorecos(p) (r—o00), D.(R,p)=0.
Ansatsen ®(r, ) = f(r) cos @ ger

)+ )~ F) =0, f) e (ro0), f(R)=0

Allménna 16sningen till f”(r) + L f'(r) — f(r) =0 ar

1
f(’f‘) = C1Tr + CQ;

(kan man fa med ansatsen f(r) = r"; ODE:n ger n = £1). Forsta villkoret ger
c1 = v, och andra villkoret ger ¢, — co/R? = 0. Svaret blir f(r) = vo(r + R?/r).
Detta ger
R? R?
b0 =+ B+ 220
(ryp) =vol7r+ ) cos = oz +:B2+y2

Detta ger

R? )_ < N R? 202 R? 2xy R? )
2 ) — Y0 72 + 12 (x2+y2)2’ (x2+y2)2’

v (1 _v
v Vo +x2+y

. (a) Problemet kan 16sas med spegling: udda spegling med avseende av y; jamnd
spegling med avseende av y. Dette ger f6ljande problem for funktionen U(r) and
r=(r,y,2) € R3,

—AU(r) = Q(é(r —1r1) —0(r—r9) +d(r—r3) —o(r — r4)>

dar

r; = (a,2a,0), ry=(—a,2a,0), r3=(a,—2a,0), r4=(—a,—2a,0).



Greensfunktionen 1/47|r — r'| till Laplaces ekvation i R® ger 16sningen direkt:

~Q<1 1 1 1>

U(r) = < _ _
(x) Ar\|r —r1| |r—ry] |r—r3] |r—ry4

ekvivalent med

Q 1 1
Ulx,y,z) = — —
T R G S 7 e Sy i e

1 1
BN FEr e %(m+a>2+<y+2a>2+zz>’

[CHECK: Ul,—o = 0: OK]|

(b) Greensfunktione G(r,r’) till problemet &r lika med l6sningen U (r) till f5ljande
problem,

—Upe(,y, 2)=Uyy (2,9, 2)=Uyy(z,y, 2) = §(x—2")0(y—y)d(2—2") (x> 0,y >0,<€ R)
U,y,2) =0 (y>0,z€R), Uyz,0,2) =0 (z>0,z€R)
(r=(2,9,2), r' = (2,9, 2")).

. Vi anviandar cylinderkoordinater: = = rcosy, y = rsiny, z. Problemet ar rota-
tionssymmetriskt: p = p(r, z,t) oberoende av .

Problemet blir da

pu(r, z,t) — Ap(r, z,t) = 0,
pr(R, 2, t) =0, p.(r,0,t)=0, p.(r,Rt)=0, (1)
p(r,z,0) = f(r)
dér f(r) = 2pp om 0 < r < R/2 och f(r) = pp om R/2 < r < R; Ap =
Prr + (1/7)pr + Pz
Randvillkoret vid z = 0 och z = R ger g = g(r,t) oberoende av z. Problemet kan

losas med ansatsen
g(rt) = fa(r)ga(t)

dér f,(r) ar 16sningar till problemet

=J1r) = —f () = Af(r), |f0)] < oo, f(R)=0
som har losningar
fu(r) = Jo(knr), k= %

dér f, ar nollstdllarna till J)(2): J{(B,) = 0. (Om man vet mer om teorin av
Besselfunktionerna da vet man att Jj(z) = —Ji(2), och /3, = o, 1 &r nollstéllarna
till Ji(2)).



6. Arean &r . .
Aly] = / 2rry(x)ds = / 2 y(x)\/1+ ' (x)2 dz.
0 O A ~~ g
F=F(y(z)y'(x))

Euler-Lagrange ekvationer till funktionalen A[y| har en forsta integral

_,(9_F_ _ ')y _ N2 _ 1 ne N2YVY Y
C=vo; F N 1+ (y) —\/Tw(y(y) y(I+)) = - —==—s ey
Det ger

(y/C) =1+ (2)* = # = +dx = Clarcosh(y/C) — A] =

dér A =arcosh(0), och
y(x) = Ccosh(z/C — B)

diar B =+A. y(0) = a och y(a) = a ger
Ccosh(B) =a, Ccosh(a/C — B) =a.

cosh(B) = cosh(a/C — B) lésas av B = a/C' — B, dvs., B = a/2C. Ccosh(a/2C) =
a l6sas av a/C = cosh(a/2C'). Detta kan losas numeriskat: a/C = b ~ 1.178775527
(det kan inte forvantas i tentamen, forstaass). Detta ger C' = a/b och B = b/2.

Svar:

y(z) = %cosh(wb/a —b/2), ba 1178775527,



