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1. Ett elektronspinn &r i tillstandet
X) = (| +2) +i] - )
g X 1l — X
X V2

dér | + z) betecknar spinn upp och | — ) spinn ner i x-riktningen.
(a) Berdkna (S,.), (S,), (S.) och (S?).
(b) Berdkna AS,, AS,, AS, och ASZ.

2. (a) Bestdm egenvéirden och egenvektorer till spinnoperatorn S, cos ¢ + S, sin ¢.
(b) En elektron med spinn upp i z-riktningen passerar genom en Stern-Gerlach
apparat som gor en matning av S;cos¢ + Sysin¢. Vad ar sannolikheten att
méatningen ger spinn upp?

3. (a) Ett system har Hamiltonoperatorn
L2
H=—+alL,
21 +
dir L%, L, #r rorelsemingdsmomentoperatorer och I,a #r konstanter. Vad #r
energiegenvardena och egenfunktionerna?
(b) Ett system har Hamiltonoperatorn
L2+ Ly 12

z

o, o

dar I, I3 ar konstanter. Vad ar energiegenvardena och egenfunktionerna?

VAND!



4. Berédkna forsta ordningens korrektion till vites grundtillstandsenergi fran den
relativistiska storningen

4
p

V=-——0
m3c?

5. For icke vaxelverkande identiska partiklar &r medelockupationstalen

1

() = oBE—1) + 1

dar + ar for fermioner och - for bosoner. Berakna relativa medelavvikelsen som
definieras

dny, (nd) — (m)”

(ne) (ng,)

Studera bade fallet da partiklarna dr fermioner och nér de dr bosoner.

LYCKA TILL!



LOSNINGAR

1. Ett elektronspinn &r i tillstandet

1 :
) = ﬁﬂ +x) +i| — )

dar | 4+ ) betecknar spinn upp och | — z) spinn ner i x-riktningen.
(a) Berdkna (S,), (S,), (S.) och (S?).
(b) Berdkna AS,, AS,, AS, och AS?%

(a) Skriv spinntillstandet pa matrisform:
1 _ 1 1 /1 o1 1 11+
=—(+z)+il—2)=—7|—7 +i— = :
=gl d=a = 5 |55 (1) +i55 ()] =3 0 )

B0 1\ (14i\ A, . (1—i
(Sm>—zl(1—z,1+z)§(1 0) (1_i)—§(1—z,1+z)(1+i>
h
8

(1-2i—1)+(1+2i—1))=0

<Sy>:i(1—z’,1—l—i)g (S BZ) Gf;) :%(1—@,1%) (j;;)
0

= =)+ - (D) =1

(S.) = 3(1 iy i)g (8 _01> G i Z) - g(l i 144 <_11++ii)

= g((l =) (I+i)+ (1 +d)(=1+414)) =0

59 =t (5 9) = Erodo = 5

SVAR:

(5= (8 = 0,48,) =~ (9% = 2

(b) Eftersom S = S} = 57 = 5%/3 blir

(S2) = (Sy) = (8%) = 3 =7
Detta ger

AS, =1/(S2) — (S.)* =

T

3



AS, = 1/(82) = (5,)" = \/m =0
h
AS

=3

Bestam slutligen osikerheten i S

=0 () (5 9) o= (%)

i
AS, = AS, = 5,Asy =0,AS8*=0

SVAR:

Kommentar: En enklare 16sning kan fas eftersom tillstandet kan skrivs som |x) =

%\—y). Konstanten 1—\;%’ kan strykas och tillstandet bytas mot |y) = |+y) utan att

nagra vantevirden dndras. Da fas direkt (S,) = —h/2, (S;) = (S,) = 0 osv.



2. (a) Bestdm egenvirden och egenvektorer till spinnoperatorn S, cos ¢ + S, sin ¢.
(b) En elektron med spinn upp i z-riktningen passerar genom en Stern-Gerlach
apparat som gor en matning av S;cos¢ + Sysin¢. Vad ar sannolikheten att
méatningen ger spinn upp?

(a) Spinnoperatorn i riktningen n = (cos ¢, sin ¢, 0) for spinn 1/2 blir
. hi/0o 1 0 —z\ .
Sn—chosgb+Sysquﬁ—§{(1 O)COSQH—(Z. 0>sm¢}

_h 0 cos¢—ising\ _h (0 e
2 \cos¢p+ising 0 T2\ 0

Sok egenvarden pa formen g/\:

= 2— = =
o | =X -1=0= A==l

dvs egenvéirdena dr &2 som viintat. Egenvektorer: [x) = <a>:
A=1=—a+e®=0=|+n)=

A=—1=+a+e“b=0=|—n)=

SVAR: Egenvirdena ar +h/2 och egenvektorerna ar

-3

(b) Sannolikheten att en elektron i tillstandet |+ z) ger spinn upp vid en métning
av S, = Sy cos ¢ + 5, sin ¢ blir

!

2

Py=lerP = [(+n|+2)]P = '%(176—@) ((1))

Alltsa &ar sannolikheten oberoende av ¢ och blir samma i alla riktningar i xy-
planet. Detta ér naturligt eftersom koordinatsystemet kan véljas i vilken riktning
som helst i xy-planet utan att det paverkar resultatet av en métning av spinn med
bestdmd z-komponent.



3. (a) Ett system har Hamiltonoperatorn
L2
H==+al.
Vi +a

diar L% L, #r rorelsemingdsmomentoperatorer och I,a #r konstanter. Vad ir
energiegenvardena och egenfunktionerna?
(b) Ett system har Hamiltonoperatorn

L2+L2 2
2L 215
dar Iy, I3 ar konstanter. Vad &r energiegenviardena och egenfunktionerna?

(a) Energiegenfunktionerna &r helt enkelt klotfunktionerna Y, eftersom

1 1
HY" = ELW/” +al,Y™ = El(l + 1)R?Y,™ + amhY" = E},,,Y,"

dér energiegenvardena ar

]' 2
Bin = 57101+ DA + amh

(b) Skriv om H som

L?2+1?2 12 [24+12+1L? 1 1 L2 1 1
21, 215 21, 2I; 214 21, 2I; 214

Energiegenfunktionerna ar klotfunktionerna Y;™:

1 1 1
HY™ = — LY — — — | L}y
! or, "~ ! +(2]3 211) z
1l(l+1)h2Ym+ ! ! 2R2Y™ = Ep Y™
= —_— —_— — m = m
21, l 2; 21, ! fm 1

dér energiegenvardena ar

1 11
By = —1(1+ DI+ | =— — — | m?h?2
21,



4. Berédkna forsta ordningens korrektion till vites grundtillstandsenergi fran den

relativistiska storningen
4
p

V=-——0
m3c?

Losningsmetod 1: Ickedegenererad storningsrakning fungerar eftersom degen-
erationen &r i spinnet som inte ingar i storningen. Grundtillstandet ar ¥,5q =

e”"/%/y/ma3. Energikorrektionen blir

1
E} = (100|V|100) = ~ 33 2<100\p 1100)
Berikna p* med foljande identitet:
p2
H = —+V°=p® =2m(H" - V")
2m

= p4 — 4m2<H0 o VO)2 _ 4m2((H0)2 . HOVO . VOHO + (VO)Q)
Detta ger
4m?
8m3c?

1
_ _W(Ef — 2E,(100[V°[100) + (100](V°)2]100))

Beriikna vintevirdena av V0 = K /r och (V°)? dir K = —¢?/(47ey):

27 72r/2
3/ / / 2 sin Odrdfde
7ra

4 4 K
—Kl/ Te_2r/2dr—K—a— = —

Bl =— (100[(H°)* — H'V® — VOH" + (V")?|100)

mad a3 4 a

2 721"/2
(V9% K2m3 / / / 12 sin Odrdfde

2
:K24—7r/ e_QT/er:KQia 2K
0

mad a2 a®

Samla ihop och forenkla mha F; = K/(2a) = K/a = 2F;.

5(Ey)?
2mc?

1 K 2K? 1
1 2 _ )2 )2 F)2) —
£ 2mc? ((El) = a a? > 2mc? ((Ba)" = 4(E0)" + 8(E4)°)



SVAR: Forsta ordningens relativistiska korrektion till vites grundtillstandsenergi
ar

Losningsmetod 2: Utnyttja att p? dr Hermitesk:
4rh4
o) = wrolto) = [[[1-evropar = T

Berdkna mha Laplacianen i sfiriska koordinater vid sfarisk symmetri:

10 de~r/a 2 1
v2 —r/a _ 2 N —r/a
¢ r2 or (T or ) < ar + a2) ¢

4 4 1
= |v2e—r/a|2 _ (_ -+ > 6—2r/a

/ |V2e™/ 22 dy
0

a2r?  adr | at
Detta ger
4pt [ (4 4r P 4p*t 5 5pt
4:_ —_— — — —_— *QT/ad = —_—
(") /0 (a2 =+ a4> e r= =

Slutligen blir

Bl — _ ) _ 5kt
! 8m3c? 8m3c2at
Kontrollera att svaret stimmer med metod 1. E; = —e?/(4meq - 2a) och a =
dmegh?/(me?) = e*/(4mey) = h?/(ma) ger
groSBS 5 ( ¢ )ZL__5_714
L7 ome2  2me? \dmey ) 42 8mBc2at

OK.

Losningsmetod 3: Brute force innehaller en intressant fallgrop. Foljande rékning
ger fel svar:

4Amh?
mad

<p4> = /¢*h4v4¢dv == / e_r/av4€—T/aT2dr
0

Laplacianen i kvadrat (sk bi-Laplacianen) i sfiariska koordinater vid sfarisk sym-
metri ger

10 o (10 de7/a 4r  r?
4, -rfa _ = “ 27 [ = 2 — | - - —-r/a
Ve r2or (r or (r2 or (7" or ))) ( a3 * a4) ‘




4 4 00 4 2 4 4 4
= (p') = i/ (——T + T—) e~rfagy — A3 3h
0

a3 ad  at a® 4a  at
= El — <p4> — 3h4
! 8m3c? Sm3c2at

vilket ar fel svar: fel tecken och fel numerisk koefficient. Problemet ar att en
singulér term i derivatan missats.

S& hér dr den korrekta rikningen. Mha V?(fg) = fV2g+ gV2f +2(Vf) - (Vyg),
V2(1/r) = —4wd3(r), Vr = r/r = e, och resultatet for VZe /% fran metod 2
fas
4 _—r/a 272 —r/a 2< 2 1) —r/a
V-e = V"V =V |-+

ar a?

2 1 2 1 2
_ efr/av2 (__ + ) + (__ + > V2€*7‘/a +92 (—V_) . (VB*T/a)
ar ar ar

8 2 1\’ le, e,
:—W<53(7")+(——+ ) e"/a — ot Cro=r/a

a ar ar? a

8T 4 1
_ _53 o - —r/a
a (r)+ ( a3r+a4>e
Detta ger

& 4 1
4 =— {/// —53 dV—l—/ (_T + —4) e 2r/a 47T7”2d7”:|
Ta 0 adr  a

mad \ a 4a at
= El o <p4> o 5h4
! 8m3c? 8mic2at



5. For icke vixelverkande identiska partiklar dr medelockupationstalen

1
eﬁ(Ek_N) +1

(ng) =

dar + ar for fermioner och - for bosoner. Beradkna relativa medelavvikelsen som

definieras

(ny,)?

57’Lk <n%> -

ey~ ()

Studera bade fallet da partiklarna ar fermioner och nér de &r bosoner.

Fermioner:

(nf) =

2 ,—B(Ex—p)ng
an:(m nie

an:O . e~ B(Er—p)ng

T 1+ e BEm

dny, _\/(n
(i)

) = (n)® _ \/<nk>—<nk>2: \/L_l
(ny,)? (ni,)? (ne)

Bosoner: Beridkna forst partitionsfunktionen Z genom att summera geometriska
serien. Infor parametern a = [Su:

7 = Ze (By—p)n

ngE=0

Berdkna (n

nk =0
Berdkna derivatorna:

8_Z
da

0?7

= dal_ ¢ BBita

)
1
(=BEx+a)n, __ —BEr+a\n, __
Ze ' =D (e >k_1_€—ﬂEk+a
ng=0 ng=0

2) genom att derivera map a:

gne (Ex—p)n

B 10°Z
" 7 0a2

:_Zn2 (=BEr+a)ny

nkO

0 1 e PErta

- (1 — e~BBr+a)2

e~ BEr+a (B_BEk+G)2

0a?
Detta ger

10*Z

- (1 — ¢ BBrta)?

+2 (1 — e—BBr+a)3

e_BEk“l‘a (e_

) Bt BEk-‘rGL)
_ _ _ ,—BEgta
<nk> - 7 a2 - (1 € ) ((1 _ efBEkJra)Q + 2(1 _ @5Ek+a)3)

10



—ﬁEk—f—a —BEk-l—a

2
1 — e~ ,BEk+a 1—e BEkJra) <nk> + 2<nk>

Slutligen fas

dng _ /< :\/ F— () _ \/<nk>+<nk>2
(n.) (ng)?

SVAR:

dar + ar for bosoner och - for fermioner.
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