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1. Tre plan i rummet ges av

Hi:x+3y+z2z=1, Hy:2x+y=2; Hs:3r—y—2z=1.

(1) Bestidm en parameterform for planet /. 1p)

(2) Bestidm en parameterform for den linje som ges av skidrningen av H, med H. 1p)

(3) Avgor om de tre planen skir varandra i en punkt. 2p)
Losningsforslag.

(1) Att bestimma en parameterform innebidr dels att bestimma tva linjart oberoende rikt-
ningsvektorer och dels att bestimma en godtycklig baspunkt pa planet. Bada svaren &r
langt ifran entydiga, sa det finns méanga korrekta 16sningar.

Riktningsvektorerna ges av 16sningar till den homogena ekvationen x + 3y + z = 0,
till exempel
-3 0
u= |1 och v=|1
0 -3
En basvektor ges av en partikulir 16sning av ekvationen, till exempel
Py =(1,0,0).
Diérmed ges en parameterform av
-3 0
H1 P = P(] + A 1 + 1% 1
0 -3
(2) Satter man in ekvationen for Hs i ekvationen for Hs, sa far man
1=3r—y—2=3x—2-22)—z2=br—2—2z2
eller
z=0r—3; y=2-—2.
Om vi viljer A = x som fri variabel sd far vi parameterformen
1
HlmHgi P= (0,2,—3)+)\ —2
5

(3) Fragan ar ekvivalent med att linjen fran del (2) skdar Hs i en punkt. Vi sitter in den funna

parameterformen i ekvationen for Hj:
1=3(14+A1)—(A(—2)) —(A(B)) =3+ 3X+2)\ - 51 =3,
vilket ar ett motsigelse. Alltsa finns det ingen skdrningspunkt.

2. Betrakta foljande matris:

s

Il

o
00 = N
W N N



(1) Bestdam alla egenvirden till A. 1p)

(2) Bestidm en egenvektor till varje funnet egenvirde. 2p)
(3) Bestiim en matris B sadan att B~'AB ir en diagonalmatris. 1p)
Losningsforslag.

(1) Vi berdknar forst det karaktiristiska polynomet:

—-1-X 2 2
xa(A) = 0 I1—XA 2 [=(=1=XN)1=XNB—=X)—=32+16(1+ ) +16(1 —N)
-8 8§ 3—-2A
=N =1(3-N).
Nollstillena, d.v.s. egenvardena till A, dr A\ = —1, Ay = +1, A3 = 3.
(2) Vi siitter in ett egenvirde i taget i A — A3 och beréknar en vektor i kédrnan.

0 2 2 —1
(@) A—(=1)I3=| 0 2 2]|.Enegenvektor gesavv; = [—2].
-8 8 4 2
(2 2 2] 1
(b) A—(+1)I3= | 0 0 2]|.Enegenvektor gesav vy = |1
-8 8 2 0
-4 2 2 1
(c) A—3I3=1| 0 —2 2/|.Enegenvektor gesavvs = |1].
-8 8 0 1
(3) Matrisen B har egenvektorerna som kolonner, d.v.s.
-1 11
B=|-2 11
2 01

3. Matrisen till den linjira avbildningen f: R? — R? med avseende pa basen

ar

(1) Berikna standardmatrisen till f. 3p)
(2) Berikna matrisen [f|c ¢ till f med avseende pa basen

0 |1
o= (l2]-[])
OBS: Jamfor baserna noggrant sa att du kan slippa berdkningar. 1p)

Losningsforslag.

(1) Basbytesmatrisen fran basen B till standardbasen ges av
10
B = MB—)5 = |:1 2:| .
Den omvinda basbytesmatrisen ges av inversen:

172 o0
_ 1 _ —
Me =B _2{11}



Dérmed ges standardmatrisen som

mwzﬂh%ﬁhwk%:{iﬂ.gé}%[Q ﬂ

-1 1
C1froo] [-1 1] 1f-1 1
2101 2| |-1 5| 2|=-3 11}|°
(2) Basen C dr samma bas som B3, fast i omvind ordning. Basbytet mellan 5 och C ges dérfor
(i bada riktningar) av matrisen

0 1
C= Mp_,c=Mcp= {1 0]-

Dérmed ar
flee = ClflanC = |} 3.

den matrisen som fas av [f]z 5z genom att byta bade raderna och kolonnerna.

4. Lat

1 21 2
2 20 1
A=lo 1 1|0 P73
2 6 4 1
(1) Bestdm en ortonormalbas till kolonnrummet col(A) av A. 2p)
(2) Bestdm den ortogonala projektionen av b pa kolonnrummet av A. 2p)
Losningsforslag.
1
(1) Vi anvidnder Gram-Schmidts ortonormaliseringsmetod pa A:s kolonner. Vektorn (2) har
2
langd v/12 4 22 4 22 = 3 och ddrmed
1
12
u; = g 0
2
Vi projicerar A:s andra kolonn pa uy:
2 2 1 1 2 1 0
" 2 112 2 20 |2 9 20 |2
B T (1] o] | [o] T {af T o] T |1
6 6 2 2 6 2 2
och normerar igen:
0
-2
Uy = g 1
2

Vi noterar att A:s tredje kolonn &r faktiskt lika med u; + u,. Rangen av A ar alltsa 2 och
{uy,uy} utgér en ON-bas till col(A).



(2) Vi anvinder den ortogonala projektionsformeln:

1 0 2
: 1 2 -2 112
prOJcol(A)(b) = (ul ’ b)ul + (u2 ’ b)u2 = 5 6 0 +3 1 = § 1
2 2 6
5. Pa vektorrummet P,, av alla polynom av grad < n definieras en avbildning
f:P,=P,
genom f(p)(x) = 2"p(3).
(1) Visaatt f dr en linjér avbildning. 1p)
(2) Bestidm avbildningsmatrisen [f]z 5 av f med avseende pa basen B = {1, z,...,z"}.
(1p)
(3) Bestim det(f) = det([f]s.5)- 2p

Losningsforslag.

(1) Vihar att f(p + ¢)(z) = 2"(p + ¢)(3) = «"p() + 2"¢(3) = (f(p) + f(¢))(x) och
FOp)(x) = 2"xp(2) = A f(p) (). |
(2) Om p;(z) = 2 sd har vi att f(p;)(z) = 2" (1)" = 2"~". Avbildningsmatrisen ges dérfér

av
[f]s.8 = .
1 0 - 0

(3) Matrisen f kan fés av identitetsmatrisen genom ett antal radbyten: rad 1 byts mot rad n,
rad 2 mot rad n — 1, osv. Lat d,, = det(f,), ddr f, = f: P, — P,). Om vi byter forsta
och sista raden sa far vi matrisen

110 ... 010

0 0

0 [f n72] 0

0 0

0o/o ... 0|1
och far darfor den rekursiva formeln

dn = _dn—2-

Tillsammans med dy = 1, d; = —1 far vi alltsa:

g - 1; mn=4dkellern=4k+3
" )=1; n=4dk+1lellern=4k+2"
6. Tre fiskare gor en tidvling dér var och ens uppdrag ér att varje dag fanga lika manga fiskar som

de andra tva fangade tillsammans dagen innan. Den yngsta och minst erfarna fiskaren borjar pa
dag 0 med en fisk, de andra med noll fiskar.

Bestam hur manga fiskar den yngsta fiskaren maste fanga pa dag n, for allan > 0. 6p)

Loésningsforslag. Om a,,, b,, ¢, ir antalet fiskar som de tre fiskarna maste fiska pa dag n (dér
a, motsvarar den yngsta fiskaren), sa har vi rekursionsformeln

Up41 = bn + ¢n; ag =1
bn-l—l = Qp 1 Cp; bO =0

Cnt+1 = bn + Cnj Co = 0.



011
Med hjdlp av matrisen A = |1 0 1| har vi alltsa
011
1
Xnt1 = AXy; X0 = |0
0
eller
1
x, = A" |0
0
a,
dirx, = | b,
Cn
For att berikna matrispotensen diagonaliserar vi A. Egenvirdena ges av nollstillena av det
karaktidristiska polynomet men kan dven avldsas genom inspektion: A = —1 dr ett dubbelt
1 0
egenvirde med egenvektorer vi = [—1| och vy, = [ 1 [, och det andra egenvirdet dr A = 2
0 -1
1
med egenvektor vy = [1].
1
1 0 1
Om visdtter B= |—1 1 1| safar vi alltsa diagonaliseringen
0 -1 1
-1
A=B -1 | B!
| 2
1
Eftersom vi bara behdver B~!'xy = B~! [0| s& slipper vi invertera B och 16ser istillet By =
0
1 2]
0| med1dsningy = B~'xo =3 |1].
0 1
Vi slutfor berdkningen:
1 (—=1)" 2 (11 01 2(—1)"
X, = =B (=1)" 1l==-1-1 1 1 (=)™
| 1] 3o -1 ]| 2
N SV L
=3 |2
(1
och far ddirmed svaret
2"+ 2(—=1)"
ap = —————.
3

7. Lat A, B € R™*" vara tva kvadratiska matriser som uppfyller AB = BA. Antag att A har n
stycken olika egenvirden.

(1) Visa att varje egenvektor till A dr ocksa egenvektor till B. 3p)



(2) Visa att A och B ir simultant diagonaliserbar, d.v.s. att det finns en matris P sadan att

P~'AP och P~ BP ir diagonalmatriser. (1 p)

(3) Ge ett motexempel till (b) dir A, B € R™*™ uppfyller AB = BA, A &r diagonaliserbar,

men dir A har multipla egenvirden. 2p)
Losningsforslag.

(1) Lat Av = \v, v # 0. Da giller
A(Bv) = BAv = B(Av) = ABv.

Detta innebdr att Bv ocksa dr egenvektor av A till egenvirdet A. Men eftersom A har n
stycken olika egenvirden sa ér alla A:s egenrum endimensionella, d.v.s. v och Bv maste
ligga i samma endimensionella egenrummet till A. Alltsa &r Bv = pv for nagot 1 € R.

(2) Lat matrisen P besta av en bas av egenvektorer till A. D4 har vi att P~* AP ir en diago-
nalmatris. Men eftersom P:s kolonner ocksa &r egenvektorer till B, enligt (1), sa dr dven
P~1BP en diagonalmatris.

(3) Ett enkelt motexempel ges av A = [,,, B en matris med ett enda nollskilt element i
position (i, j) for i # j. B idr inte diagonaliserbar (det enda egenvirdet dr 0 och matrisen
ir inte nollmatrisen), men AB = B = BA och A ar diagonal.

8. Lat S € R?*? vara en symmetrisk matris. P4 vektorrummet V' = R?*? ges en funktion
@:V —Rav

Q(A) = tr(ATSA).
(Hir betecknar tr [¢ Y] spdret a + d av matrisen.)

Kom ihag att en kvadratisk form pa ett vektorrum V' &r per definition en funktion @): V" — R
sddan att Q(Az) = A%z och sddan att funktionen (x,y) =4ot Q(7 +y) — Q(z) — Q(y) dr linjdr i
xochiy.

(1) Visa att () dr en kvadratisk form pa V. 2p)

(2) Visa att () ar positivt (semi-)definit, negativt (semi-)definit respektive indefinit precis om

den kvadratiska formen z — 27 Sx pd R? ér det. 4p)
Losningsforslag.

(1) Vi maste bevisa att produkten (A, B) = Q(A + B) — Q(A) — Q(B) ir linjdr i bade A
och B € R?*2. Vi har:

(A, B) =tr((A+ B)"S(A + B)) — tr(ATSA) — tr(B" B).
Eftersom uppenbarligen tr(A + B) = tr(A) + tr(B) sa forenklas detta till
(A, B) = tr(ATSB) + tr(BT S A).

Fran denna formel ser man att (A, B) ir bilinjir eftersom bade matrismultiplikation och
tr dr linjéra.
Dessutom har vi att Q(AA) = tr((AA)TS(AA)) = tr(\2ATSA) = N2Q(A).
(2) Eftersom S #r symmetrisk sa kan vi skriva S = U DU for en diagonalmatris S och en
ortogonal matris U. Diarmed har vi

Q(A) = tr(ATSA) = tr(ATUTDUA) = tr((UA)' D(U A)).

Vi ser att den kvadratiska formen () = Qs som tillhor S har samma karaktar som Q) p,
den kvadratiska formen som tillhoér diagonalmatrisen D. Med karaktir menas hir po-

sitivt/negativt (semi-)definit respektive indefinit. Vi kan alltsa anta att S = {)\ ’LJ ar



d

aw-(; JP JE D -G B )

= \a® + A\ + pc? + pd® = Na? + %) + p( + d?).

diagonal. Vi berdknar for A = [CCL b] :

Detta tal ar:
e positivt for alla A # 0 omm A, g > 0 omm S &r positivt definit;
e negativt for alla A # 0 omm A, 4 < 0 omm S dr negativt definit;
e positivt for vissa A och negativt for andra omm Ay < 0 omm S &r indefinit;
e ickenegativt for alla A omm \, > 0;
e ickepositivt for alla A omm A, p < 0.
Dérmed har ¢ och S samma karaktér.



