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DEL I —- GRUNDLAGGANDE PROBLEM

1. Los foljande initialvdardesproblem for y = y(x) och bestim lsningarnas existensintervall.

(a) y’=§2y, y0)=-2, () (r+1)y —xy=x+2* y(0)=0.

y
(4p)
Losningsforslag. (a) Vi skriver ekvationen som
P S 1
YTy T2y
och ser att det dr en separabel ekvation. Vi skriver om den till
;X
Yy = 1—2

Vi integrerar med avseende pa x med substitutionen y = y(x) i vénsterledet och far

1, , x 1 2
7Y :/ydy:/yy dx:/mdx:—ilnﬂ—x |+C,

eller

y =/~ In|l 22| +2C.
Initialvillkoret y(0) = —2 ger att
—2=+44/—In|1-0|+2C=+V2C

sa C = 2 och vi ska vilja 16sningen med minustecken. Losningen ges alltsa av

y= —\/—ln|1—x2]—|—4.

Losningen ir definierad sa linge 1 —x? > 0 och —In |1 —x?|+4 > 0. Det forsta villkoret 4r
samma som —1 < x < 1. Eftersom 1 —x? < 1 s& &ir —In |1 —x?| > 0 och det andra villkoret
ar ocksa uppfyllt. Wxistensintervallet for 16sningen &r alltsa intervallet —1 < x < 1.

(b) Detta ér en forsta ordningens linjir ekvation som kan 16sas genom att multiplicera
med en integrerande faktor. Vi skriver ekvationen som
X x+x?
g = X
x+1 Y 1+x ’
sa att vi ser att en integrerande faktor ges av

y -

ef—x%dx _ ef(flJrh%l)dx _ e—x—Hn(x-H) _ (x+ l)e—x'
Nir vi multiplicerar med den integrerande faktorn far vi ekvationen

(x+1De™y —xe Yy =x(x+1)e ™ = x’e "+ xe %,
1
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dir vénsterledet dr derivatan av en produkt,
((x+ l)e_xy)/ =x’e " fxe .

Vi integrerar detta och far
(x+1)e ™y = / (32 + xe ™) dx = {Formelblad (55).(53)}

=— (x2—|—2x+2) e —(x+1)e"+C=— (x2—|—3x+3) e " +C.
Eftersom y(0) = 0 har vi
0=-34C
sa C = 3 och 16sningen till initialvirdesproblemet ar
X 4+3x+3  3e

N x+1 x+1
Losningen dr definierad sa lange x+ 1 # 0, eller x # —1. Existensintervallet for 1dsningen
med initialvillkor i x = 0 &r alltsa intervallet —1 < x < oo.

g
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2. Ekvationen

xy + (2)62 +3y? — 20) %

for y = y(x) dr inte exakt, men kan goras exakt genom att multiplicera med en integrerande
faktor u = p(y) som bara beror av y. Los ekvationen. 4 p)

=0

Losningsforslag. Lit M(x,y) = xy och N(x,y) = 2x> 4+ 3y> — 20 s4 att ekvationen ges av

d
M(x,y) +N(x,y) 5 =0.

dx
Villkoret for att denna ekvation ska vara exakt ar att
oM B ON
Jdy  Ox
vilket inte dr uppfyllt. Om vi multiplicerar med tt(x) far vi ekvationen
dy

Villkoret for att denna nya ekvation ska vara exakt dr
I(uy)M(x,y))  IUOIN(x.y))

dy dx
eller 3 3
e R
eller
W)y +p(y)x = p(y)dx

eller

wy) 3

uiy) -y
Vilket har den allménna 16sningen

p(y) =Cy .

Da vi bara behover en integrerande faktor viljer vi C = 1 och multiplicerar var differenti-
alekvation med u(x) = y>, vilket ger ekvationen

d
xy4 + <2xzy3 +3y° — 2Oy3> d_fc =0
som nu alltsé dr exakt. En potentialfunktion y/(x,y) till denna ekvation ska uppfylla
o _ 4 oV
- = xy , -
dx dy

Vi integrerar den forsta av dessa ekvationer och far

= 2)62y3 + 3y5 — 20y3.

1
y(xy) = 5" +h()
ddr h(y) édr en funktion av y som aterstar att bestimma. Detta insatt i andra ekvationen ger

d
2x%y% +3y° —20y° = 8_15 = 2%y + 1 (y)

vilket dr uppfyllt om '(y) = 3y> —20y?, eller om h(y) = 3y — 5y* + D. Vi viljer D =0
och har alltsa hittat en potentialfunktion

1 1
y(x,y) = Exzy“ + §y6 — 5y*.

3



SF1683 Losningsforslag till tentamen 2023-12-18

Losningarna till differentialekvationen ges pa implicit form av y(x,y) = A dér A dr en
konstant.

g
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3. Matrisen A = (_24 _21) har egenvidrden ri = 0 och r, = —5. Bestim den allminna

16sningen till det homogena systemet x'(z) = Ax(¢). Motivera varfor du har hittat den
allménna 16sningen till systemet. Bestim dérefter den allménna 16sningen till det inhomo-
gena systemet

/ —2+17!
x (1) = Ax(t) + (H——;ttl) .
(4 p)

Losningsforslag. En egenvektor till r; =0 édr & = (1

2) och en egenvektor till r, = —5 ar

& = (_12) . Tva 16sningar till det homogena systemet &r alltsa

X1 (£) = @ & = (é) och  xo(t) = (‘f) e,

Den allminna 16sningen till det homogena systemet ges av

X(l‘) = (X1 (l‘) —|—C2X2(l‘)
dir Cy,C, dr konstanter. Detta dr den allménna 16sningen da x;(¢),x;(¢) &r linjért obero-
ende, vilket man kan kontrollera genom att berikna deras Wronskian.
Fran den allminna 16sningen far vi att en fundamentalmatris till den homogena ekva-

tionen ar 5
1 —2e
wo-(, 7).

Den uppfyller W' (r) = A¥(z). For att 16sa den icke-homogena ekvationen anvinder vi
variation av parametrar och gor ansatsen x(¢) = W(¢)u(z). Insatt i ekvationen ger denna
ansats

/ TN ol e\ 2471 . 241!
Y(tu(t)+W¥(r)u'(r) =x'(t) = Ax(¢) + <1+2r—1) =A¥Y(t)u(t) + (1+2t_1 .
pon [ —2+171
wou o= (35
-1
by gt (24 1 —2e7 —2+¢71
win =¥ (’)(1+2z1 2 e 142!
Sl 2N (24t !
T 5\ =20 1+2t71 )~ \&t )
Detta integrerar vi till
In? C
w=(£2)+(€)

o= - (5 257) () + ()
(;ﬁf;‘ Jre(a)re (V)

vilket alltsa dr den allminna losningen till det inhomogena systemet.

Detta forenklas till

eller

sa
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DEL II — AVANCERADE PROBLEM

4. Visa att ekvationen
2%y 4+ 3xy + (26 — 1)y =0
for y = y(x) har en reguljér singuldr punkt vid x = 0. Bestdm tva linjirt oberoende seri-
elosningar av Frobeniustyp vid x = 0 till ekvationen. For detta ska du ange den rekursions-
relation som ger koefficienterna i dessa serielosningar, samt berdkna minst tre noll-skiljda
termer i vardera serie. For vilka x konvergerar dessa serier? 4p)

Losningsforslag. Eftersom koefficienten 2x? framfor hogsta derivatan y” ér noll vid x = 0
ar punkten x = 0 en singuldr punkt. For att undersoka om det &dr en reguljér singulir punkt
skriver vi om ekvationen som

263y +x(3)y + (2x* — 1)y = 0.
Da koefficienterna i parenteser hir,
3 och 2x%— 1,

bada dr reguljidra vid x = 0 dr det en reguljér singuldr punkt.
For att hitta serielosningar till ekvationen gor vi ansatsen

y = xr Z anxn — Z anxr+n
n=0 n=0
dér r dr ett reellt tal, och vi antar att den forsta koefficienten ag 7 0. Da dr
Y=Y a(r+n)x™" och Y=Y an(r+n)(r+n—1)x""2

n=0 n=0
Insatt i ekvationen ger detta

0=2x%"+3xy' + (2x* — 1)y

= x2(ian(r—l—n)(r—i—n—l)xﬂr”_z)+3x<ian(r+n)xr+”_l> +(2x* —1) <Zanx )
n=0 n=0

(o)

Z 2a,(r+n)(r+n—1)x""+ Z 3a,(r+n)x" + Z 2a,x" 2 — Z ax' "

n=0 n=0 n=0 n=0
=) <2an(r—|—n)(r+n —1)+3a,(r+n)— an>xr+" + ) 2a, ox™"

n=0 n=2
=) ((r+n)(2r+2n—|— 1)— 1>anx’+”+ Y 2a, o

n=0 n=2

= (r 2r+1)— l)aox’+ ((r+1)(2r+3) _ 1)a1xr+1

—I—Z [( r+n) 2r—|—2n+1)—1>an—|—2an 2] rn
n=2

Eftersom ag # 0 maste r uppfylla indicialekvationen
0=r(2r+1)—1=2r4+r—1.
Vi far tva 16sningar

1
r1:—1, 7‘225.
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Koefficienterna a, bestdms sedan av ((r+1)(2r+3) —1)a; =0 och
((r+n)(2r+2n+1)—1)a,+2a,—» =0,

eller
2
a, = — ay,_—
" (r+n)2r+2n+1)—-1" 2
for n > 2.
For ri = —1 far vi att a; = 0 och
2
ap = —

n—D2n—1)—1"2
for n > 2. Eftersom a; = 0 sa dr a, = 0 for alla udda n. Med ag = 1 dr de forsta koeffici-
enterna med jimna n lika med
1
ao ) TS
och vi har en 16sning y; (x) med

1
yi(x) =x"" (1 — X+ 1—0x4+0(x6)> .

For ry = 1/2 far vi att a; = 0 och
2
2n+1)(n+1)

for n > 2. Eftersom a; = 0 sa dr a, = 0 for alla udda n. Med ag = 1 dr de forsta koeffici-
enterna med jimna n lika med

ap = — — 1an—2

1 1
apg=1, azz—? a4:ﬁ,
och vi har en 16sning y,(x) med
ya(x) =x~! (1 - ;xz + Fl4x4 + O(x6)) .
For att undersoka konvergensen for dessa serier anvdnder vi kvottestet. Vi kan gora
detta samtidigt for fallen r; = —1 och r, = 1/2. Eftersom a, = 0 for udda n i bada fallen
har vi

y(x) = Z apx' T = Z Az T2
n=0 n=0

For kvottestet berdknar vi gransvirdet av beloppet av kvoten av en term med termen innan,

r+2n o B 2 0

axn—2 (r+2n)2r+4n+1)—1

Detta giller for alla x sadana att termerna i serierna dr meningsfulla. Eftersom Q < 1 sa
konvergerar alltsa serierna for alla sadana x. For r; = —1 &r forsta termen endast definierad
for x # 0, sa serien for y; (x) konvergerar for alla x # 0. For r» = 1/2 ir uttrycken x!/2+2"
meningsfulla bara for x > 0, sa serien for y, (x) konvergerar for alla x > 0.

arX

= x% lim
n—oo

0 = lim

= |x?| lim
n—yoo

n—oo

azn_zxr+2n—2

g
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5. Utslagsvinkeln 6(r) for en svingande pendel uppfyller ekvationen 6”(z) + sin6(z) = 0.
xX/(t) = y(t)

y'(t) = —sinx(t)

Med x(¢) = 6(t) och y(r) = 0’(r) ger detta det autonoma systemet {
Punkten (0,0) &r en kritisk punkt for detta system.

(a) Vad sidger metoden med linjdrisering om stabiliteten for den kritiska punkten?

(b) Vad sdger Lyapunovs metod om stabiliteten for den kritiska punkten? (Ledning: det

finns en Lyapunovfunktion som #r uppbyggd av 1 — cosx och y2.)

(4p)
Losningsforslag. (a) For detta system ges linjdriseringen i origo av det linjdra systemet
X' (1) = _01 (1) x(t). Typen for det linjdra systemet &r ett center, vilket inte ger nagon

information om stablitet for det ursprungliga systemet.
(b) Enligt ledningen forsoker vi hitta en Lyapunovfunktion pa formen

V(x,y) = A(1 — cosx) + By*.

Eftersom cosx =1— %xz + O(x*) s& har vi fér sma x att | — cosx = %xz +0(x*) > 0 med
likhet endast om x = 0. Om A, B > 0 sa r alltsd V(x,y) alltid en positivt definit funktion i
en omgivning av origo.

Vi ska nu vilja A,B sé att V(x,y) inte vixer lings 1osningskurvor till systemet som
startar ndra (0,0). For en sadan 16sningskurva beréiknar vi

. d dVdx dVd
V= V(). (1) = Ed_); + 3_ny — (Asinx)y + (2By)(—sinx) = (A — 2B)ysinx.
Om vi viljer A =1 och B=1/2 sa ér V = 0 och alltsd en negativt semidefinit funktion.
Enligt Lyapunovs stabilitetssats dr origo en stabil kritisk punkt.

U
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6. Denna uppgift géller existens och entydighet for I6sningar y = y(¢) till initialvirdesproblemet

Y=fty), »0)=0,

ddr f(¢,y) &r en funktion definierad pa en rektangel R i ty-planet som innehaller punkten

(0,0).

(a) Formulera Picards sats som garanterar att initialvirdesproblemet har en unik 16sning.
Var noggrann nir du anger villkoren i satsen.

(b) I beviset av Picards sats definieras en f6ljd av y = ¢,(¢) av approximativa 16sningar
genom @y(t) = 0 och @, 1(t) = [3 f(s,Pu(s))ds. En del av beviset visar att det finns
ett 1 > 0 sd att alla ¢),(¢) &r definierade for |¢| < h. Med detta, bevisa att

MEK"h"+1
@1 (1) — Pn(1)] < W

forallan=0,1,2,..., ddr M,K ir konstanter sadana att | f| < M och |df/dy| < K pa
R.

4 p)

Losningsforslag. (a) Se Boyce-DiPrima Theorem 2.8.1.
(b) Differentialkalkylens medelvérdessats tillimpad pa f(z,y) som funktion av y sidger
att

Fty1) — Flty2) = ‘3—§<r,y*><yl y5)

ddr y* ligger mellan y; och y,. Eftersom funktionen d f/dy ér kontinuerlig pa det kom-
pakta definitionsomradet R sa dr den ocksa begrinsad, |d f/dy| < K, och vi drar slutsatsen
att Lipschitzvillkoret

‘f(t;}”) _f(t7y2)| < K|y1 _y2|
giller.
Eftersom f(z,y) dr kontinuerlig pa rektangeln R sa dr den ocksa begridnsad. Lat M
vara en konstant s att |f| < M pa R. For den forsta funktionen ¢;(¢) har vi ¢;(¢t) =

JE£(s,00(s))ds = [ f(s5,0)ds, s&

1 It lt]
01| =| [ F.0)ds| < [ 1. 0)lds < [ Mds =M.
0 0 0
For ett induktionsbevis, antag nu att
MKk—l ¢t k
|0 (t) — dr—1(2)] < TH

for nagot k > 1. Eftersom
t

D1 (1) — 0ult) = /0 (F(5, 0(5)) — £(5, 061 (s))) dis

sa ger Lipschitzvillkoret och induktionsantagandet att

e (0= 060l = | [ (5. 0006)) = S 5. 961(5)) ds

|¢]
< /0 1£(5,8e(5)) — £ (5, 0_1(5))] ds

il
< /0 K |(s) — d_1(s)| ds

It| MKk71|S|k MKk|t|k+l
<K/ — .
=%h T (k+1)!

9
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Vi har alltsa visat att
MK e[S+ MKFp<H
t)— < <

forallak=0,1,2,...,ddr A > 0 édr sddant att alla ¢, (¢) dr definierade pa intervallet |¢| < h.
U
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