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Tentamen bestar av sex uppgifter uppdelade i tva delar. Del I utgors av de tre forsta uppgifterna
som testar formagan att 16sa grundldggande problem. Del II utgors av de tre sista uppgifterna
och testar formagan att 16sa mer avancerade problem som dven kan vara av teoretisk karaktér
och ir avsedda framst for hogre betyg. Varje uppgift ger maximalt fyra podng. Bonuspoéng fran
lappskrivningarna adderas till erhallna poidng pa del I upp till maximalt 12 podng.

Betygsgrinserna vid tentamen ges av foljande tabell.

Fx E D C B A
11 12 14 16 19 21

For full podng pa en uppgift krévs att losningen dr vil presenterad och litt att folja. Det innebér
speciellt att inforda beteckningar ska definieras, att den logiska strukturen tydligt beskrivs i ord
eller symboler och att resonemangen dr vil motiverade och tydligt forklarade. Losningar som
allvarligt brister i dessa avseenden bedoms med hogst tva poing.

DEL I — GRUNDLAGGANDE PROBLEM

1. Los foljande initialvirdesproblem for y = y(x) och bestdm l9sningarnas existensintervall.
X
(a) yl:y——xzy’ y(0) = -2, (b) (x+1)y —xy=x+x>, y(0)=0.

4p)

2. Ekvationen

xy+ (2)62 +3y? — 20) %

for y = y(x) dr inte exakt, men kan goras exakt genom att multiplicera med en integrerande

=0

faktor u = p(y) som bara beror av y. Los ekvationen. 4 p)
. -4 2 .. .. .
3. Matrisen A = 1 har egenvirden r; = 0 och r, = —5. Bestdm den allminna

16sningen till det homogena systemet x'(z) = Ax(r). Motivera varfér du har hittat den
allménna 16sningen till systemet. Bestdm dérefter den allménna 16sningen till det inhomo-
gena systemet

/ 241!
X (t) = Ax(t) + L1 )
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(4 p)

DEL II — AVANCERADE PROBLEM

4. Visa att ekvationen
262" 4+ 3xy + (262 — 1)y =0
for y = y(x) har en reguljér singulédr punkt vid x = 0. Bestdm tva linjirt oberoende seri-
elosningar av Frobeniustyp vid x = 0 till ekvationen. For detta ska du ange den rekursions-
relation som ger koefficienterna i dessa serielosningar, samt beridkna minst tre noll-skiljda
termer i vardera serie. For vilka x konvergerar dessa serier? 4p)

5. Utslagsvinkeln 0(¢) for en svingande pendel uppfyller ekvationen 6" () + sin 6(r) = 0.
xX/(t) = y(t)

Med x(t) = 6(r) och y(r) = 6’(r) ger detta det autonoma systemet { ) :
y'(t) = —sinx(t)
Punkten (0,0) dr en kritisk punkt for detta system.
(a) Vad sidger metoden med linjirisering om stabiliteten for den kritiska punkten?
(b) Vad sdger Lyapunovs metod om stabiliteten for den kritiska punkten? (Ledning: det
finns en Lyapunovfunktion som #r uppbyggd av 1 — cosx och y2.)

(4p)

6. Denna uppgift géller existens och entydighet for I16sningar y = y(¢) till initialvirdesproblemet

y/:f(tay)’ y(0>:07

ddr f(z,y) ar en funktion definierad pa en rektangel R i ty-planet som innehéller punkten

(0,0).

(a) Formulera Picards sats som garanterar att initialvirdesproblemet har en unik 16sning.
Var noggrann nir du anger villkoren i satsen.

(b) I beviset av Picards sats definieras en foljd av y = ¢, (¢) av approximativa 1osningar
genom ¢ (¢) = 0 och @,11(¢) = f§ £ (s, Pu(s))ds. En del av beviset visar att det finns
ett 1 > 0 sa att alla ¢),(¢) &r definierade for |¢| < h. Med detta, bevisa att

MKnhn+1
[ Pns1(2) — Ou(t)] < )

forallan=0,1,2,..., ddr M,K idr konstanter sddana att | f| < M och |d f/dy| < K pa
R.

4 p)
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