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DEL I - GRUNDLAGGANDE PROBLEM

1. (a) Ange definitionen av att en funktion f(x) dr kontinuerlig vid en punkt x = a.
(b) Bestdm for vilka reella tal a som funktionen f(x) — g(x) dr kontinuerlig pa intervallet

[0, 5], dr
{sin(ﬂx) x €[0,2]
8(x) =

mel xe (2,9,

och f(x) har grafen

och bevisa att den resulterande funktionen verkligen &dr kontinuerlig.
(4p)

Losningsforslag.

(a) Lat f: Dy — R vara en funktion sadan att for varje punkterad omgivning O av a in-
nehéller punkter frén D¢ (d.v.s. DyN O # 0), och a € Dy. Vi siiger att f dr kontinuerlig
vid x = a om lim,_,, f(x) = f(a).

(b) Observera att enligt grafen dr f(x) kontinuerlig pa [0,2) och (2,5]. Vi har ocksa att
att sin(zx) dr kontinuerlig pa [0,2) och In(x —2) och m ar kontinuerlig pa (2,5]
vilket ger oss at g(x) dr kontinuerlig pa [0,2) och (2,5]. Eftersom summan av tva kon-
tinuerlig funktioner #r kontinuerlig har vi att f(x)+ g(x) &r kontinuerlig pa [0,5]\{2}.
Nu masta vi kolla om det finns ett @ sadant att summan &r kontinuerlig vid 2.

Observera att
lim f(x) —g(x) = lim f(x)— lim g(x)

x—2~ x—2~ x—2~
=2— lim sin(7mx) =2
x—2~
och
lim — = lim — lim
Tim £(x) —g(x) = Tim f(x)~ lim g(x
In(x—1
— g D

x—=2+ a(x—2)
Vi anvinder variabelbytet = x — 2 och ett standardgrinsvirde for att siga
In(x—1 11In(1 1
fim MED oy, 4o 1
x—2t a(x—2)  rsota ot a
1
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vilket ger lim, 5+ f(x) —g(x) = 1 — 1. Till sist har vi att £(2) —g(2) =2 —sin(27) =

2.0Om vi tar a = —1 har vi att
lim f£(x)— g(x) = lim f£(x)—g(x) = £(2) — g(2) =2.
x—2 x—2+
Det vill séga att f(x) — g(x) &r ocksa kontinuerlig vid x =2 om a = —1 och da konti-

nuerlig pa [0, 5].
U

Svar. (b)a=—1



SF1673 Analys i en variabel Losningsforslag till tentamen 2020-04-14

2. (a) Ange definitionen av att funktionen f(x) &r deriverbar i punkten x = a. Om f(x) ir
deriverbar i x = a, ange definitionen av f’(a).
(b) Bestidm en funktion f vars derivata ges av
Lth &
/ . I+(+h)?2 T 142
=1 .
F) B0 h

(c) Derivera funktionen f : (2,00) — R som ges av f(x) = \/)%, och visa utifran defini-

tionen att derivatan ar korrekt.
(4 p)

Losningsforslag.
(a) Lat f vara en funktion definierad i en omgivning av a. Vi séger att f &r deriverbar i

punkten a om
flat+h)—f(a)

'(a) := i

fa):= lim .

existerar. Virdet f’(a) kallas derivatan av f i punkten a.
(b) Vi kan se att om vi tar f(x) = I-i% da har vi enligt definitionen att
eth e
2 2

y — 1 1+ (x+h) I4+x .

fx) = lim ;

(c) Forst observera att f(x) = (x—2)~!/2, d4 anvinder derivationsreglarna for att siga

£ =5 -2,

Nu anvénder vi definitionen for att sdga att

1
_}15%%<\/(x—2)(x+h—2) Vo—2)(x+h—2)
_ IVx—2—Vx+h—=2Vx=2+Vx+h-2
TS0 VE=2)(x+h—2) vx—2+Vx+h-2
x—2—(x+h—-2)

x—2 vVx+h—2 )

=Y VE=2)r+h=2)(Vx—2+Vx+h=-2)
. 1
i VE=2)x+h=2)(Vx=2+Vx+h=-2)
1 1

Ve 2A(Va24+va2) 2627

Detta passar med derivatan som vi fick genom derivationsreglar.

Svar. (b) f'(x) = —1(x—2)73/2
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3.

(a) Ange definitionen av att en funktion f(x) har ett lokalt minimum vid x = a.
(b) Lét f: [0,6] — R vara en deriverbar funktion dir grafen av f(x) ges av

3 f'(x)i

-2

Bestdm for vilka x € [0, 6] funktionen f har ett lokalt minimum. Kom ihag att motivera
ditt svar.

(c) Let h: [0,5] — R vara funktionen som ges av

h) = {|x—1| x€[0,2)

sin(mx)  x € [2,5].

Bestdm for vilka x € [0, 5] funktionen % har ett lokalt minimum. Kom ihag att motivera
ditt svar.

4 p)

Losningsforslag.

(a) En funktion sdgs ha ett lokalt minimum i punkten a € Dy om det finns en omgivning

I till @ sadan att f(x) > f(a) for varje x € INDy.

(b) Eftersom f dr deriverbar och derivatan finns for varje punkt i (0,6) har vi en sats

som séger att en lokal-extrempunkt i (0,6) maste ocksa vara en stationdrpunkt. Det
vill sdga att de enda mojliga punkter i (0,6) som kan vara ett lokalt minimum f6r
funktionen #r x = 2,3,4,5. For att ha ett lokalt minimum maste vi ha att funktionen
ar avtagande innan punkten och vixande efter punkten, vilket enligt en annan sats
hiinder dir f” < 0 och respektive ' > 0. Enligt grafen kan vi se att detta hiinder bara
kring x = 4. Da har vi att x = 4 dr den enda lokal minpunkt i (0,6).

Nu maste vi kolla pa dndpunkterna. Vid O har vi att derivatan &r positiv till hogersidan
vilket ger att funktionen dr védxande vilket ger att O &r ett lokalt minimum. Vid 6 har
vi att f’ dr negativ till viinstersidan av 6 och da ir funktionen avtagande vilket ger att
6 dr ocksa ett lokalt minimum.

De lokala minimum &r x = 0,4, 6.

meos(mx) x € (2,

D4 har vi att de enda stationdr punkter i (0,1)U (1,2) U (2,5) dr dir A’ (x) = 0 vilket
hinder bara for x € (2,5). Pa detta interval har vi at i(x) = sin(7x) och sin(x) har
maxpunkter vid £ + 2k och minpunkter vid 37” + 2km. Detta ger oss att sin(7rx) har

minpunkter vid 3 + 2k och den enda sddana punkten i (2,5) &r 7.

Nu maste vi kolla pa punkterna dir h(x) &r ej deriverbar, d.v.s. x =0,1,2,5. Vid 0
har vi att 4(x) dr kontinuerlig och //(x) &r negativ vilket ger att x = 0 kan inte vara
en minpunkt. Vid x = 1 har vi att i(x) &r kontinuerlig och det 4r avtagande innan och

vixande efter vilket ger att x = 1 &dr en lokal minpunkt. Vid x = 2 har vi att funktionen
4
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ar ej kontinuerlig.
limx — 2 h(x) =1, h(2)=sin(2x) =0= lim h(x)

x—27F
dessutom har vi att & dr vixande till hoger vilket ger att 2 dr en lokal minpunkt. Till
sist maste vi kolla vid x = 5. Eftersom sin(x) dr avtagande vid 57 har vi att h(x) dr
avtagande vid 5 vilket ger at 5 dr ett lokalt minimum.
De lokala minpunkterna dr x = 1,2,7/2,5.
g

Svar. (b)0,4,6
(©1,2,7/2,5
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4. Bestim den allminna I9sningen till differentialekvationen y” +2y' 4+ 5y = 10x — 1.

(4 p)

Losningsforslag. Vi borjar med att hitta en partikulérlosning till differentialekvationen. Vi

gissa att 1osningen &r av formen y, = Ax + B. Da har vi att y;) = A och yg = 0. Detta ger
0ss att
y'+2y +5y=2A+5(Ax+B) = 10x— 1.

vilket gerA =2 och B= —1lellery, =2x—1.

Nu letar vi efter den allminna I6sningen till den homogena differentialekvationen y” +
2y’ +5y =0. Vi kolla pa den karaktertistiska ekvationen 2 42r+5 = 0 vilket har I6sningar

—2+v4-20
r=—— = —142i.
Enligt en sats har vi att den allmiinna I6sningen till den homogena differentialekvationen
ar
yn = e *(Cj cos(2x) + C; sin(2x)).
Till sist har vi att den allminna l6sningen till den differentialekvationen y” + 2y’ + 5y =
10x—1 ar
y=Yp+yn=2x—14e *(Cicos(2x) + C2sin(2x)).

Svar.

Yy =Yp+yn=2x—14e *(Cicos(2x) + C;sin(2x)).
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5. Berikna arean mellan kurvorna f(x) = xe* och g(x) = — (lf f;))fi

(Forvinta dig inte att det slutliga svaret dr vackert.) 4p)

for x i intervallet [1,3].

Losningsforslag. Observera att f(x) ér positiv och g(x) dr negativ vilket ger omedelbart att
f(x) > g(x) for all x € [1,3]. Da har vi att arean mellan de tva kurvorna ér

3 3 314 x+x2
x)—g(x dx:/ xexdx+/ ———dx
| 1@ =gwax= | i T
For den forsta anvinder vi partialintegration:

3 3
/ xe*dx = [xe']; —/ 1-e'dx
1 0
=363 —e—[e]} =3 —e— (e —e¢) =2¢°
For den andra integralen anvénder vi partialbraksuppdelning:
1 _ Ax+B i C
(1+x2)x 1422 x

Da maste vi ha att
A+C=1 x*terms
(Ax+B)x+C(1+x*) =14+x+x*> — {B=1 X terms
c=1 constant terms

Detta geross att A =0,B=1,C = 1.

314x+x? 301 31
Sy =/ . /—d
/1 (1+x%)x R T P X
= [arctanx]3 + [In|x|]3

T
=arctan3 —arctan1 +1n3 —In1 = arctan3 — E+ln3

D4 har vi att arean ir 2¢°> + arctan3 +In3 — % O

Svar. 2¢> +arctan3 +1n3 — %
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DEL II — AVANCERADE PROBLEM

6. For varje del, ge ett exempel pa en funktion f : R — R som har de angivna egenskaperna:
(a) f ar kontinuerlig men inte deriverbar vid varken x = 1 eller x = 5.

(b) f ar deriverbar och har en maxpunkt vid x = —2 och en minpunkt vid x = 1.
(c) f har en primitiv funktion F som &r bade avtagande pa (—oo,c0) och limy_se F(x) =
—10.
(4p)
Losningsforslag.

(a) Lat f(x) = |[x— 1|+ |x — 5]|. Eftersom |x| dr kontinuerlig som en funktion foljer det
att [x — 1|, |x — 5| och deras summa 4r ocksa kontinuerlig. Observera nu att |x| ir ej
deriverbar vid 0 eftersom

lim —— =—-1#1= lim |h|—_0
h—0- h h—0t h
P& samma sitt har vi att [x — 1] dr ej deriverbar vid 1 och |x — 5| 4r ej deriverbar vid 5
vilket ger att f(x) har de 6nskade egenskaper.

(b) Vi kan borjar med att antar att funktionen har formen f(x) = Cp(x)/q(x) dir p(x) =

x+a och g(x) = x? 4 bx+c. D4 har vi att

2
+bx+c—(x+a)(2x+D)
/ :Cx
F ) (x> +bx+c)?
Om vi viljer a, b, och ¢ sadana att x*> + bx+c — (x+a)(2x +b) = é(x+2)(x— 1) =

&(x* +x—2) och x2 + bx + ¢ har ingen ndllstille, skulle vi ha ett bra kandidat att
testa.

X+ bx+c—(x+a)(2x+b) = —x> —2ax+c—ab = —(x* 4+ 2ax+ab — ).
Vitara=1/2,b=0,c =2 och C = —1. Detta ger oss att

X 1 X X —
== =

Vi kan se att f dr deriverbar pa R med stationdrpunkter vid —2 och 1. Vi kan ocksa se
att f/ dr positiv fér x < —2 och x > 1 och negativ didr —2 < x < 1. Eftersom dessa ér
de enda stationir punkter och gransvardet da x — oo dr 0 maste de var det maximum
och minimum av f(x).

(c) Viborjar med att hitta en funktion F'(x) som dr bade avtagande och har lim,_,. F (x) =
—10, da kan vi ta derivatan for att hitta f. Lat F(x) = e™* — 10, da dr F(x) avtagande
och limy_, F(x) = —10. D& har vi att f(x) = F'(x) = —e™™ ir ett exempel av en
sadan funktion.

g
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7. (a) Ange definitionen av att en talfoljd (a,):
antingen att talfoljden

n=1

{”2;1 n udda
a, = n
n e'+1

S jamnt
konvergerar, eller att den divergerar.
(b) Bevisaattom (a,)"

n=1
och

konvergerar mot L da n — oo. Bevisa

ir en vixande och uppat begrinsad talfoljd sa dr den konvergent
lim a, = sup{a, :n > 1}.
n—oo
(4 p)
Losningsforslag.
(a) En talfoljd (a,);>_, sags konvergera mot grinsvirdet L om det for alla € > O finns ett
N sadant att |a, — L| < € for varje n > N.

Talf6ljden a, konvergerar mot 1/2 dé n — oo. For att bevisa detta observera forst att
talfoljden kan skrivas om som

1 1
ay, = % — Zf n udda
5+ 3 njamnt.
Lat € > 0. Vi har att

1 1
0 :{2n n udda
2

5o N jamnt.

Observerar att ﬁ < % for varje n > 1, darfor ska det ricker att hitta ett N sadant at

% < éeforvagjen>N.TaN = 16, vilket dr alltid mojligt eftersom N &dr obegridnsad.
Da har vi att for varje n > N att n > 1/(2¢) vilket &r ekvivalent med € > 1/(2n) och
sa

1 1
an <

o5}

— E < 2— <E.
n
(b) Eftersom (ay,);,_, dr uppat begrinsad har vi att den har ett supremum. Enligt egen-

skaper av supremum vet vi att for varje a, det foljer att a,, < sup{ay :k=1,2,...}. Vi
vet ocksa att for varje € > 0 det finns ett N sadant att

sup{ag :k=1,2,..} —ay = |sup{a,:n=1,2,..} —an| < €.
Eftersom (a,);;_, dr vixande har vi att for varje n > N att

ay < a, <sup{ay:k=1,2,..}
vilket ger att

n — oo,

|sup{ay:k=1,2,..} —a,| <|sup{ar:k=1,2,..} —an| < €.
D4 enligt definitionen har vi att (a,);_, konvergerar mot sup{a; : k = 1,2,..} da

g
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8. Bevisa om den foljande integralen konvergerar eller divergerar.
° 1
———>dx
/n x2|sinx|!/2

Losningsforslag. Vi ska visa att integralen konvergerar. Vi borjar med att bevisa att

4 p)

n 1
/ de konvergerar.

Observera att integralen dr generaliserad vid bada 0 och 7 sa vi dela up den som

VY
2 1 T 1
———dx+ / ————dx
/0 | sinx|1/2 T |sinx|!/2
Vi anvinder en jamforelsesats for att se att bada integralerna konvergerar. Den forsta

jamfor vi med [ \/%;dx vilken konvergerar.

1 . . 1/2 1/2
, Jx _|sinx|Y2 [sinx / sinx V/
lim i = lim ——— = lim | — Iim — =1.
x—0t T2 x—0t \/)_C x—0t X x—0t X

| sinx]|

D4 har vi att fo T2 ——7»dx konvergerar. For den andra integralen gor vi forst variabel bytet
t = —x vilket ger

T

;= =} T
x |smx\1/2 |sin(7 1/2 | sint|!/2

nidr vi anvinder sin(m —¢) = sinz. Enligt vara tldlgare beridkningar fa vi att denna integral
konvergerar ocksa.
Nu observerar att

——————dx= ——————=dx
/n: x2|sinx|1/2 ,;l/kn x2|sinx|1/2

- i/(k—i—l) 1 1 J
_k:1 km (kﬁ)z |Sin.X|1/2 o

Hir anvinde vi en jimforelse sats vilket sédga att eftersom

1 < 1
*2|sinx|1/2 = (km)2|sinx|!/2
€ (km,(k+ 1)m) maste deras integraler uppfylla den samma olikheten. Nu observera att
for varje k har vi att

(k+1)m 1 T 1 1
/ _ dx:/ - dx
kn | sinx|1/2 o (km)?|sinx|!/2

eftersom | sinx| dr periodisk med period 7. Detta ger oss att

1%} 1 oo 1 T 1 1 T
——=dx < / dx = / I |
/7: x2|sinx|1/2 x_k;l(kﬂ)2 0 |sinx|1/2 T |s1nx|1/2 xZ 2

Enligt en tidigare sats vet vi att } ;" | kiz konvergerar och da dr integralen uppat begransad
och sa konvergent.

for

0

10



