TENTAMEN I VEKTORANALYS
SI11146 Vektoranalys, HT2024

Torsdagen den 17 oktober 2024, kl 14.00 — 19.00

Anteckna pa varje blad: Namn, utbildningslinje, arskurs och problemnummer.
Tillatna hjalpmedel: Formelblad som delas ut (ingen rédknedosa).

Examinator: Edwin Langmann (Epost: langmann@kth.se)

Bonuspoidngen fran HT2024 adderas till tentauppgift 1, dock max 6 podng totalt.
Losningar: Kommer att finnas pa kurshemsidan.

Poiéng: Varje uppgift kan ge 6 poéng.

Motivera utforligt! Otillrackliga motiveringar kan medfora podngavdrag.

Notation: (i) (z,y, z) dr kartesiska koordinater, och r = ze, +ye, + ze, &r ortsvektorn.
(ii) (p, e, z) ar cylinderkoordinater sa att x = pcos(p), y = psin(p). (i) (r,0,¢) ar
sfariska koordinater sa att x = rsin(f)cos(¢), y = rsin(f)sin(p), z = rcos(d). (iv)
A =V -V ar Laplace operatorn. (v) ¢ ar tiden, och 0, = %.

1. (a) Ett vektorfélt ges i sfiriska koordinater genom

sin(6)

2

VvV = €p.

r

(i) Berdkna rotv (2p) (ii) Berdkna divv.(2p)

(b) Bestdm alla funktioner U(p) av p = y/22? + y? (oberoende ¢ och z) som upp-
fyller Laplaces ekvation AU = 0 i R3. (2p)

2. (a) Beriikna flodesintegralen av vektorfiltet w = r—2e, (i sfiriska koordinater i
R3) ur kuben |z| < a, |y| < a, |2| < a diir a > 0. (3p)

(b) Vektorfiiltet v uppfyller V x v = 0, U &r ett skalérfélt, och S en yta. Omforma
ytintegralen [¢(v x VU) - dS till en linjeintegral! (3p)

3. (a) Transformera vektorfiltet v = (z —y, y+x, ) till cylinderkoordinater (p, ¢, z).
Ledning: e, = cos(y)e, + sin(yp)e,, e, = —sin(p)e, + cos(y)e,. (2p)

(b) a; och b; for i = 1,2,3 dr komponenter av ett vektorfilt i ett kartesiskt koor-
dinatsystem i R®. Visa att T}; = a;b; definierar en tensor av rang 2. (2p)

(c) En tensor av rang 2 har foéljande komponenter i ett kartesiskt koordinatsystem
KiR) T; =1omi=j=1och0 annars. Bestim komponenterna av denna
tensor i ett koordinatsystem som &r vridet med vinkeln o omkring es-axeln i K.
(Du behéver inte bry dig om rotationen &r medurs eller moturs; du kan anvinda
(b) for att forenkla rdkningen.) (2p)



4. (a) Vektorpotentialen fran en magnetisk dipol ges av

mX xr
A —

3
dar magnetiska dipolmomentet m &r en konstant vektor (r = (x,y,z) och r =
V2 + y? + 22). Berdkna magnetfiltet B = V x A fran den magnetiska dipolen!

(3p)
(b) Fér vilka virden pa n uppfyller vektorfiltet w = p"e, ekvationen Aw = 3p—?w
for p = /2% 4+ y? > 07 Ledningar: (i) Aw = grad divw — rot rot w. (ii) Rékningen

skall genomforas i cylinderkoordinater. (iii) e, = (ze, + ye,)/p. (3p)
5. Massdensiteten p = p(r,t) och hastigheten v = v(r, ) hos en vétska uppfyller
Op+V-(pv)=0, p(Ov+(v-V)v)=-Vp (1)

dér p = p(r,t) ar trycket. (a) Visa att

A(pvi) + 0;(T35) = 0

med T;; komponenter av en tensor av rang 2 som du skall berékna (v; &r kompo-

nenter av v i ett kartesiskt koordinatsystem). (b) Antag att V ar en godtycklig

delvolym i omradet dér (1) &r uppfylld. Visa att % fv pu;dV &r lika med en integral

over randytan 0V av V', och bestdm uttrycket for det.(c) Ge fysikaliska tolkningar

av ekvationerna i (1). (6p)

6. Bestdm stationira temperaturen 7'(r) inom omradet V i R® som begrinsas av
randytorna S; och S5,

£C2 yQ 0/2
Sp: — 4L % LeRr
1 5T T ¢
och ) ) )
x Y a
Sy: —+ZL % LeR,
20 st 9 ¢

om temperaturen pa randytorna S; och Sy ar konstanta och lika med 77 och T3
respektive (a > 0, Ty > 0 och Ty, > T &r godtyckliga konstanter). Ledningar:
(i) Temperaturen uppfyller Laplaces ekvation AT = 0. (ii) Problemet kan losas
med ansatsen 7' = T'(u) (oberoende av v, w) i elliptiska koordinater (u,v,w) som

defineras genom
x = acosh(u)cos(v), y = asinh(u)sin(v), z=w

(u>00<wv<2m —00 < w < ); visa att koordinaterna (u,v,w)
ortogonala, och att skalfaktorerna &r h, = h, = ay/sinh(u)? + sin(v)2, h,,
1.1 (iii) OBS att Acos(v)? + Bsin(v)? = C foér alla v om och bara om A =
och B = C. (iv) Kom ihag att cosh(z) = 3(e* + e™®), sinh(z) = (e — e™®

cosh(z)? — sinh(z)? = 1, 4 cosh(z) = sinh(z), L sinh(z) = cosh(z). (6p)

LYCKA TILL!

1Jag skrev fetstilt sa att du inte missar detta.
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Losningsforeslag tentamen SI1146, 17 oktober 2024

NOTE: I typed this in quickly: please let me know by email if you find a mistake.

1. (a) (i) v = vgey ger

1 hrerhoeyhge, 1 e, reg rsin(f)e,
= M A Al S S B G )
hrhehw 0 have 0 T Sln(g) 0 Sin(@)/'r 0
L 1 : 2 sm(@)
~ g (60— ren- 0 rsin(O)e,(—sin(8)17)) =| -2 e, |
(ii) v = vgey ger
. 1
mao(hrh¢v@)
! i 1 - 2 cos(0)
= mae(fsm( )jlll( )/r? ) 3 Sin(e)Qsm(@) cos(f) = = |
sin(0)2/r

(b) Svar: U(r) = cIn(p/R) med godtyckliga konstanter ¢ och R > 0.

Hérledning: AU = (1/p)0,(p0,U) = 0 om och bara om 0,(pd,U) = 0 f6r p > 0; det
ar sant om och bara om pd,U = ¢ med en godtycklig konstant ¢, dvs., U'(p) = ¢/p,
som har allménna lésningen U(p) = cIn(p/R) déar R > 0.

2. (a) w uppfyller divw = 0 for r > 0:
1

72 5in 0 -

divw =

O, (r? sm( )/r)

0

Filtet ar singuldr i origon, och darfor ar integralen 6ver kuben lik med integralen
over en godtycklig yta som omslutar origon (argument med Gauss sats som disku-
terades under kursens gaang och som jag inte upprepar hér). Integralen &r darfor
lika med integralen 6ver sfarytan S, : r =a > 0:

~—
er/r‘2 erdS

w - dS :7{ 1/a*dS = 4.
a

Sa

Svar: 4.

(b)
/S (v x VU) - dS = /S 10, (ORU)dS;

/S\Jj’ k(0,U) RN S (@) 5 T

—€ikj —€ikj 0

ov - dr
oS

p.g.a. Stokes satsen och rot v =0 (95 &r linjen som begénsar ytan S).
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3. (a) e = (7,5,0)/p ger v, = e, v = (2> +y°)/p = p. &, = (~y,7,0)/p ger
v,=e, v= (22 +1y?)/p=p. e, =(0,0,1) ger v, =e,-v =1 = pcos(p).
Svar: v = p(e, + e,) + pcos(p)e..
(b) a; och b; dr vektorer, dvs., komponenterna i ett annat kartesisk koordinatsystem
K' &r aj = Lgag och by = Ljb. Detta ger komponenteran and tensorn i K':
T}, = ab; = Ly, LjTy. Det visar att Tj; &r en tensor.
(c) Snabb Losning: e; = (1,0,0) ger (e1); = 9,1, och T;; = 6,01, dr darfor lika
med (el)i(el)j.

(e1); = (cosa, £sina, 0) ger alltsa Tj; = (e;);(e;)) dvs.

cos(a)? +sin(a) cos(a) 0
(T;) = | £sin(a)cos(a) sin(a)? 0
0 0 0

(bada foretecken dr OK). Uppgiften kan ocksa losas genom att berdkna T, =
LikLilTkl direkt, dar

cos(a) +sin(a) 0
(Lij) = | Fsin(a) cos(a) 0
0 0 1

(det var metoden som visades under kursens gang).

4. (a) Funktionen f(r) = r=3 av r uppfyller 9, f(r) = f'(r)z;/r = —3z;v7°, och darfor

[V X (m X I‘f(?”))]z = EijkajﬁklnmlxnfO") = €ijk€rin MY 8j<xnf(r))
~—— ~——
0i16jn—0inGj1  Sinf(r)—zjznf'(r)/r
= (Mijn — m;0in) (01> — 322,77°)

=m; i 7’_3 — mj5ij 7"_3 — BTTLZ SL’jSL’j 7”_5 + 3mjxjxir_5
~ —— 7

w
3
<
<

»

= [3(m-r)rr® —mr?] .

Svar:

1
divw = =9,(p- p") = (n+1)p" !,
P b (p ﬁ) ( )p
p?’l

graddivw = e,0,(n +1)p" " = e,(n +1)(n — 1)p"* = e,(n* — 1)p" 2,

1] € rey e
roow=-|0d, 0, 0.|=0.
Pl p 0 0
Detta ger
Aw =e,(n* —1)p" % = 3p°w = 3p" e,

dvs., n? — 1 = 3, som har lésningar .
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5. (a) Ekavationerna i (1) i indexnotation &r
Op + 0i(pvi) = 0, pdyv; + pv;Ojv; = —ip.
Detta ger

Or(pv;) = v; = —0j(vipvj) — 0;0i5p = —0;(pvivj + p).

Op +  pov;

~— —~—
—0;(pv;)  —pvjO;vi—dip
Det visar resutatet med T;; = pv;v; + 0;;p.

(b) ;
- pv,dV = / 8t(pv,)dV = —/ a](T‘Z]>dV = —% deS]
dt Jy 1% 1% v

med Gauss universalsatsen.

(c) Forsta ekvationen i (1) dr kontinuitetsekvationen: om vi integrerar det éver ett
godtycklig volymen sa far vi

d
— pdV:—]{ pv - S,
dt oV

som visar att pv dr massstromtétheten av vétskan: tidséndingen av vitskans massa
i ett godtycklig volymen &r lika med flédet av massan in i volymen.

Andra ekvationen i (1) kan tolkas som Newton:s lag:

dv
T —f
Pt
dir f = —Vp ér krafttdtheten: masstatheten ganger accelerationen ar lika med
krafttdtheten. Accelerationen &ar
dv

i OV + 0pvi 4+ 0yvy + 0,vi = Oyv + (- V)V,

dar r tolkas som v.

6.
a cosh(u) cos(v)
r = | asinh(u)sin(v)
w
ger
or asin}lll((u))cgsgvg or —a CO}SI}(l(l)L) s1r<1(1))) or 8
5, = | ecosh(w)sin(v) |, === asinh(u) cos(v ' Bm T
0 0 1
Detta ger

or Or or Or B or Or

du a0 ouow o ow

som visar att koordinaterna &ér ortogonala.
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Skalfaktorerna ges av

h? = (0,r)* = a®(sinh(u)? cos(v)? + cosh(u)? sin(v)?) = a*(sinh(u)? + sin(v)?),
(u)
1+sinh(u)?

p.g.a. sin(v)? 4 cos(v)? = 1, och

h? = (9,r)* = a*(cosh(u)? sin(v)? +sinh(u)? cos(v)?) = a(sin(v)? +sinh(u)?) = hZ,
(u)?
1+sinh(u

2 — (awr)Q —
Det visar att h, = h, = ay/sin(v)? + sinh(u)? och h,, =
Med ansatsen T' = T'(u) far vi

1 hohwd T\ 1
AT‘huhvhwa“( , )_huhvth () =0,

dvs., den allménna 16sningen &ar
T(u) =c1+ cu

med godtyckliga konstanter ¢; och cs.

Ytan S; ar

(acosh(u)/5)? cos(v)? + (asinh(u)/3)? sin(v)? = (a/4)?,
dvs.

acosh(u)/5 =a/4, asinh(u)/3 =a/4 = cosh(u) = Z, sinh(u) = Z

Det &r konsistent p.g.a.
cosh(u)? — sinh(u)? = (5 — 3%)/4* = 1,

och det kan 16sas genom
. S T
cosh(u) + sinh(u) = €* = 1 + i 2,

dvs., ytan S} motsvara u = In(2).

Ytan Sy &r

(acosh(u)/5)? cos(v)? + (asinh(u)/4)? sin(v)® = (a/3)?,
dvs.

acosh(u)/5=a/3, asinh(u)/4 =a/3 = cosh(u) = g, sinh(u) = %



Det dr konsistent p.g.a.
cosh(u)? — sinh(u)? = (5% — 4%)/3? = 1,
och det kan 16sas genom
cosh(u) + sinh(u) = €" = g + % =3,

dvs., ytan Sy motsvara u = In(3).

Detta ger randvillkoren

T(In(2)) =c1 +c2In(2) =Ty, T(In(3)) = c1 + c21n(3) = Ty,

d.v.s.
Ty~ Ty = cain®) - n(2) = 2 = -t
och
B - (T2 - Tl) ln(2)
=T —cIn@)="T - In(3) — In(2)
Svar:
0 =T34 (0= T (n(2) << )

Anmdrkningar:

e OBS att ekvationerna som definierar S; och S5 kan skrivas som
S (z/a)? + (z/b)* =1, a; =5a/4, b =3a/d
och
Sy (w/ag)* + (y/b2)> =1, ay=5a/3 > a1, by=4a/3> by,

som visar att det finns ett volumen mellan S; och Ss.

e Du kanse undrar: om man har tva ytor som ovan med (ay, by) och (ag, by) dér
as > a; och by > by, nér kan problemet 16sas med elliptiska koordinater?
Interessant fraga. Jag later dig sjilv hittar svaret:-)

e Du kanse undrar: varfor tog jag bara losningar cosh(u) > 0 och sinh(u) > 0
ovan? Svaret &r: jag provade dem andra losningar, men dem gav inget.



