o 258 e SF1672 Linjar algebra
EFKTHS Tentamen fredag, 5 april 2024, 08:00-11:00

¥ 0CH KONST & Examinator: Tilman Bauer
™ Tillatna hjdlpmedel: inga

KTH Teknikvetenskap

Tentamen bestar av sex uppgifter fordelade pa tre delar. Del A testar formagan att 16sa grundldggande
standardproblem. Del B innehaller lite svarare problem. Del C testar formagan att 16sa avance-
rade problem som dven kan vara av teoretisk karaktir och dr avsedda framst for hogre betyg.

Bonuspoing fran del A av inldamningsuppgifterna adderas till erhallna poidng pa del A och
motsvarande for del B. (Bonuspoing riknas bara under samma lésar.)

Betygsgrinserna vid tentamen ges av foljande tabell:

Betyg | A B C D E Fx
Totalt 27 24 21 18 16 15
varav fraindelC | 6 3

Losningarna maste vara vil presenterade och litta att folja. Det innebir speciellt att inforda
beteckningar ska definieras, att den logiska strukturen tydligt beskrivs i ord eller symboler och att
resonemangen dr vil motiverade och tydligt forklarade. Losningar som allvarligt brister i dessa
avseenden tilldelas inte full poing.

Del A

1. Matrisen
a+4 a+2 —a-—2
A= a 2—a a
204+2 2 0
har ett enda egenvirde A = 2 oavsett valet av a. Bestim den geometriska multipliciteten
av detta egenvirde for alla virden pa a. (6p)

Losningsforslag: Den sokta geometriska multipliciteten ges av dimensionen av kdrnan
av matrisen

a+2 a+2 —(a+2)

A—2I; = a —a a

2a+2 2 -2
Matrisen dr singulédr (annars hade det inte varit korrekt att 2 dr egenvirde): tredje raden
ar summan av de forsta tva raderna. Matrisen &r aldrig nollmatrisen, fragan ar alltsa nir
rangen blir 1. Detta hinder precis nir a = 0 eller a = —2.

Svar: Den geometriska multipliciteten dr 2 om a = 0 eller a« = —2 och annars 1.
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2. Betrakta foljande vektorer i R?:

1 1 0 1
2 -1 1 0
r=|1]; s=]0}; t=[0]; u=|-1
0 1 3 -1
1 1 -2 0
a) Varfor ér (r,s, t, u) inte en ortogonalbas? (1p)
b) Bestdm en ortogonalbas till det vektorrum V' som spédnns upp av r, s, t, u. 4p)

c¢) Forklara, utan att gora ytterligare berikningar, varfor {r,s, t, u} &r linjért oberoende.
(1p)

Losningsforslag:

a) Vektorerna t och u dr inte ortogonala:

0 1
1 0
0|-|-1| =-3+0.
3 ~1
—2| |o

b) Eftersom r, s, u redan &r ortogonala och t dr ortogonal mot r och s sa behovs det
bara ett steg 1 Gram-Schmidt-metoden for att géra dven t ortogonal mot alla andra

vektorer:
0 1 1
1 0 1
t- -3
' =—t———u=0 - = |1 = |
HU-H 3 1 9
—2 0 —2

Diérmed ér (r, s, t’, u) en sadan sokt ortogonalbas.

¢) Eftersom det handlar om fyra vektorer som spéanner det 4-dimensionella vektorrum-
met V' sa maste de vara linjirt oberoende.

Del B

3. Betrakta den (singuléra) “telefonmatrisen” A =

ECTN -
co Ot DN
O O W
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a) Visa att A avbildar tetraedern

A={(x,y,2) eR’ | 2,9,2>0, 2 +y+2 <1}

pa en triangel i R3. 3p
b) Bestdm triangelns area. 3p)
Losningsforslag:
1 2 3
a) Bilden AA ir polygonet med hornpunkter 0, A = |4|, B = [5| ochC' = (6
7 8 9
1
Observera att A, B, C' ligger pa en linje med riktningsvektor | 1|, och pa denna linje
1
ligger B mellan A och C. Vi kan alltsa bortse fran B och bilden &r triangeln med

horn 0, A, C.

b) Parallellogrammet som spianns upp av A och C' har dubbla arean av den sokta triang-
eln och dess area ges av absolutbeloppet av kryssprodukten:

—6
AxC=[12|; |AxC| =6V12+22+12 = 6V6.
—6

Arean av triangeln &r alltsa 3v6.

4. Tvé linjer i R? ges av

1 1 1 1 2
Li:x= |1 +X|2 och LQ:X:§ 0 +up|—-1
1 2 —1 2

Malet med denna uppgift &r att konstruera en ortogonal matris A som avbildar linjen L, pa
linjen L.

a) Bestim de punkter P; och P pa L, respektive L, som ligger ndrmast origo.

2p)

b) Varfor maste den sokta matrisen A avbilda P, pa P, och riktningsvektorn av L; pa +
riktningsvektorn av Ly? 2p)

c) Bestim A. 2p

Losningsforslag:
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a) Punkterna kan beridknas pa olika sitt: genom att minimera ett kvadratiskt polynom,
genom projektion, eller genom minstakvadratmetoden. Den sista gar ut pa att hitta en

bésta approximation A till ekvationen x = 0. Vi far A = —g och p = 0. Vi far alltsa
1 1 4 1
1 1
P1: 1 —g 2 Ig -1 och szg 0
1 2 —1 —1
b) Ortogonala matriser uppfyller ||Ax| = ||x|| for alla vektorer x. Eftersom L; ska av-

bildas pa L, sa masten den punkt med minsta norm pa L, avbildas pa den punkt med
minsta norm pa Lo. Dessa punkter dr P; och P,. Som tur 4r har dessa punkter samma
norm, annars hade det inte fungerat. Dessutom masta A avbilda riktningsvektoren
for L, pa en multipel av riktningsvektoren for Ls. Da bada riktningsvektorerna har
samma ldngd sa maste skaleringsfaktorn vara +1.

¢) Vi bestimmer ON-baser B;, B, for R? som #r anpassade for L, respektive L,. Basen
B; bestar av den normerade ortsvektorns till P;, normerade riktningsvektorn for L;
samt en tredje vektor som kan fas av kryssprodukten av de andra tva:

1 4 1 1 0 1 1 1

1
Bi=|—— |1,z 2|, == |-1| |; Bo=|—=|0]|.5]-1].,—= |4
3V2 1] 32| V2| V2| 3 2] 2|4

—_
(\]

—1

Matrisen A maste avbilda vektorerna i B; pa vektorerna i B (det finns ett val av
tecken vid de sista tva vektorerna, sd A 4r inte helt unik). Den ges ddrmed av

L[ vz oo L3 vz -
A=——1-1 2v2 =3||— |0 -2 -4
V2|1 95 3| \3V2 |3 95
4 V2 0 3 0 -3

1
—1 2v2 =3| |2v2 —V2 2V2
BV22 |1 92 3] -1 -4 -1

1 16 -2 =8 1 8§ -1 —4
=13 § 8 M| =—-14 4 7
2 —-16 8 1 -8 4

Del C

5. Vi har tva okinda symmetriska matriser A, B € R?*2?, Matrisen A har egenviirdena 0 och
1 och matrisen B har egenvirdena —1 och 1.

a) Visa att 0 4r ett egenvirde till AB. (1p)
b) Visa att AB har ett till egenvérde som ligger i intervallet [—1, 1]. Gp
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¢) Visa att det andra egenvirdet till AB dr =1 om och endast om AB = BA. 2p)

Losningsforslag:

a) Om A har 0 som egenvirde sa dr A singuldr. D& maste dven AB vara singulér, d.v.s.
ha ett egenvirde som ér 0.

b) Vikan vilja ON-baser i vilka A eller B dr diagonala, men kanske inte en bas i vilken
bada A och B #r samtidigt diagonala. Vi viljer alltsa en ON-bas i vilken A &r diago-

0 0 . a . o
nal,d.v.s. A = [O 11 . Matrisen B har formen [ p | 1samma bas. Eftersom sparet
ar summan av egenvirdena sa dr d = —a och eftersom determinanten dr produkten

av egenviirdena s dr a® + b* = 1. Dérmed ér

as={o 915 =1 2

Eftersom denna matris ér undertriangulir si #r egenvirdena 0 och —a, dir a® <

a?+ b <1.
a b][0 0 0 b
BA:[b —a} [0 1}:{0 —a]

¢) Vi beridknar
Vi ser att AB = BA om och endast om b = 0, vilket dr ekvivalent med a = =£1.

6. Delmingden S av R? ges av

x
S = y| |22+ 4oy + 5y —2yz + 22 =0
z
a) Ar S ett linjirt delrum? Motivera ditt svar. 4p)
b) Ange en parameterform for en linje som liggeri S. 2p

Losningsforslag:
a) Ekvationen kan skrivas om som
(z+2y)* +(y —2)* =0,

vilket 6ver de reella talen dr ekvivalent med  + 2y = 0 och y — 2z = 0. Detta ir ett
linjart ekvationssystem och darfor ér .S ett linjéart delrum, namligen en linje.

-2
b) Genom Gausselimination ser man litt att S spdnns upp av v = | 1 |. Linjen ges
1
alltsa av
—2
x=M|1
1



