KTH Fysik

Tentamen i Fysikens matematiska metoder
SI11200; SI1140 Del 2; SI1143

Fredagen den 8 march 2024 kI 8:00 — 13:00

Anteckna pa varje blad: namn, personnummer, och problemnummer.
Tillatna hjidlpmedel: bara formelsamlingen som delas ut

Obs! Minirdknare ej tillaten.
Notera géirna dina bonuspoéng pa din tentamens forsta sida.

Examinator: Edwin Langmann (Epost: langmann@kth.se)
Loésningar: Kommer att finnas pa kurshemsidan (Canvas)
Motivera utforligt! Otillrackliga motiveringar kan medféra podngavdrag.
Infér och forklara konstanter och symboler du behéver!
Notation: ug(z,t) = %u(m,t); f(z) = %; z € R betyder —oco < z < 0o
OBS: Om inget annat skrivs sa kan man fa full poédng &ven om man inte berdknar

alla integraler.

1. ! Bestéam funktionen U(z,t), 0 < x < L och ¢ > 0, som uppfyller féljande problem

Up(z,t) — PUpp(z,t) = Asin(Q) (0 <x < L,t > 0),

(
U0,6) =0, U(L,t)=0 (t > 0),
U(x,0) =0 (0O<z<i)
U(z,0) =0 (0<zxz <L)

diar ¢ > 0, L > 0, A > 0 och ©Q > 0 &ar konstanter. Du kan anta att € inte ar en
resonansfrekvens. (6p)

2. (a) Berékna temperaturen 7'(r,0), R < r < 2R och 0 < 6 < 27, som uppfyller
T(r,0) =T(r,0 + 2m) och

1 1
TTT(T, 9) + ;TT(T, 9) + ﬁng(’F, 9) =0

T(R,0) =Ty + Ty cos(@), T.2R,0)=0

R<r<2R,0<0<2m),
0<6<2m)

(
(
déar R > 0, To > 0 och T} > 0 dr konstanter. (4p) (b) Ange en detaljerad fysikalisk
tolkning av problemet i (a). Ledning: Rita gérna en bild. (2p)

3. Ett cirkulért plant inspdnt membran med radie R > 0 &r i vila (dvs., jamviktslaget)
och tréffas vid tiden ¢ = 0 av en impuls p (i kgm/s) jadmnd férdelad 6ver hela mem-
branet. (a) Stall upp en matematisk modell for tidutveklingen av membranets form
efter pulsen. (2p) (b) Los modellen i (a)! (4p) Ledning: Ett svar utan integraler
kréivs for full poing. [ Jo(z)zdr = xJi(z), [ Jo(x)?zdx = $2*[Jo(z)? + Ji(2)?].

(v.g.v.)

!'Dina bonuspoing fran hemtalen under VT2024 adderas till dina poing pa uppgift 1, dock kan du
maximalt f& 6 podng fran uppgift 1 och hemtalen tillsammans.



4. Densiteten n(z,t) av ett &mne inom omradet z > 0 och vid tiden ¢ > 0 uppfyller
foljande PDE problem,

ny(z,t) — Dn,.(z,t) =0 (z>0,t>0),
n,(0,t) =0 (t>0),
n(z,0) = Nod(z — zp) (z>0)

diar D > 0, Ny > 0 och zy > 0 ar konstanter.

(a) Los problemet! (3p) (b) Ange definitionen av Greensfunktionen till problemet.
Bestdm Greensfunktionen! (3p)

5. Ett homogent klot med radie R har vid tiden ¢ = 0 konstant temperatur Ty. For
tider ¢t > 0 viarms klotet upp av en varmekélla jamnd férdelad 6ver hela klotet,
och virmeméandgden per tidsenhet och volymen som produceras av viarmekallan,
K (i J/m3s), ér konstant i tiden. Klotets randtemperatur dr lika med Tj for alla
tider ¢ > 0. Stall upp modellen fér temperaturen inom klotet, och 16s modellen.
Alla integraler skall beriknas for full podng. (6p) Ledning: [ xsin(x)dz = sin(x) —
x cos(x).

6. Bestdm snabbaste végen i xy-planet fran punkten (z,y) = (R,0) till punkten
(z,y) = (0,2R) om beloppet av hastigheten, v(x,y), ar proportionellt mot avstan-

det fran origo:
ds  Nxry?
v(z,y) = a UOTa
vo > 0 och R > 0 ér konstanter (ds®* = dx? + dy®). (6p) Ledning: Still upp
integralen som ger tiden det tar om man foljar en vig r = r(#) mellan punkterna

(r,0 ar polara koordinater). Bestam sedan vigen som minimerar denna tid.

LYCKA TILL!



Losningsforeslag till tentamen i Fysikens matematiska metoder 240308
I TYPED THIS QUICKLY: PLEASE LET ME KNOW BY EMAIL IF YOU FIND
ANY MISTAKES/TYPOS. THANKS.

1. Ansatsen

Uw,t) =Y fal2)gn(t)
ger egenfunktioner f,(z) och egenvirdarna A, som l6sning av problemet

—f"(@) = Af(x), f(0)=f(L)=0.

Detta ger
fu(x) =sin(k,z), M\ =k2, k,=n

och
" 2 2 t : : — : /
Gn (@) +(Ckn) gn(z) = z/o Asin(Qt) sin(k,x)dr = C,, sin(Q),  g,(0) =g,,(0) =0

dar A E )
2 , 2 )
c, = T/o sin(kyo)dz = (1= (-1)")

En partikulirlésning till g,-problemet ér C,, sin(Qt)/(—Q% + (k,c)?), och allménna
16sningen ar

gn(t) = ay, cos(kyct) + by, sin(k,ct) + %n(knc)? sin(2t)
med godtyckliga konstanter a,, och b,,. Villkoret g, (0) = 0 ger a,, = 0, och ¢/,(0) =0
ger
C.Q C Y/ (kne)
bnkn, —=0=b,= .
R I s D “02 + (ne)?
Detta ger
C . Q.

gn(t) = O () (sm(Qt) T sm(knct)> :

Svar:

nC

> C, . Q. . T
Ulx,t) = E ECP IR c)? <8111(Qt) ~ i sm(k:nct)) sin(k,z), k, = ny
n=1

dér

Alternative solution (sketchy): We first try to find a particular solution Upg,+(x,t) =
f(z) sin(2t) to the PDE and BC (boundary conditions). Inserting this into the PDE
and BC we obtain

f'(@) +(Q/e)*fx) = —(A/c*),  f(0) = f(L)=0.



This ODE has the general solution
f(z) = —A/Q% + ¢1 cos(Qx/c) + ey sin(Qz/c),
and the boundary conditions give the following conditions,

—A/P 4+ =0, —A/Q*+cicos(QL/c) + casin(QL/e) =0

= = %, Cy = m(l —cos(Q2L/c)).
Thus,
f(z) = % (—1 + cos(Qzx/c) + a S_mC(O;(LS;f)/C) sin(Qa:/c)) :
The ansats

U(z,t) = f(z)sin(Q) + u(zx, t)

leads to a standard homogeneous problem for u(z,t) (model of string discussed in
the first lecture) with the initial conditions

u(z,0) =0, w(x,0)=—f(z)Q

which has the solution
> T
t) = b, sin(k,xz) sin(k,ct) k, = n—
) ; sin(k,x) sin(k,ct) nL

where

b, = — ch/f )sin(k,z)d

Svar:

U(z,t) = f(x)sin(Q) + Z b, sin(k,z) sin(k,ct) k, = n% :

n=1

. (a) Ansatsen
T(r,0) =Ty + f(r)cos(0)

ger
F'0) 1 f0) = 5 f) =0, f(R)=Th, [(2R)=0.

Allménna 16sningen till ODE ér f(r) = cir+co/r. f/(2R) = 0 ger ¢;—c3/(2R)? = 0,
dvs.

f(r) = ca(r/(2R)* + 1/r).
Villkoret f(R) =T ger ¢o = 4T1/(5R). Svar:

T R
T(r,0) =T+ — 3 (4R ) cos(0).

(b) Stationédra temperaturfordelning i ett cylindrisk ror. Roret dr sa langd att
temperaturen ar z-oberoende. 7,6 ar polara koordinater: x = rcosf, y = rsiné.
Temperaturen vid den innre randytan r = R av roret ar Ty + T} cos(6), och yttre
randytan r = 2R &r perfekt isolerad (ingen virme kan strommer in eller ur dér).



3. Problemet &r rotationssymmetrisk = membranets form u = u(r,t) beror bara pa

radien r = /x2 4+ y? och tiden t.

Problemet lyder
wy (r,t) — E(Au)(r,t) =
u(0,1)] < o0, u(R,1)
u(r,0) =0, wu(r,0)=C (0<r<R)

0<r<R,t>0)
(t>0) (1)

0
0

dir C' = p/R?*mp, (Au)(r,t) = up.(r,t) + (1/r)u,(r,t), och ¢ ar en konstant som
karakteriserar membranets material och spanningen (OBS att pulsen p ar lika med
Muy(r,0) dér p & membranens masstithet (i kg/m?) och M = R?*mp ér membrans
massa,).

Ansatsen

u(r,t) = Z fa(r)gn(t)

ger egenfunktionerna f,,(r) och egenvéirdarna A, som l6sning till problemet

fhr) + %f’(r) +Af(r) =0, |f(0)] <oo, f(R)=0.
Detta ger
fu(r) = Jo(knr), A =K2, ky =apn/R, n=12,...,

dér g, dr nollstéllarna till Besselfunktionen Jy(2): Jo(ao,n) = 0. g,-problemet blir
da

fOR drrCJo(knr) 2C
fOR drrJo(knr)?  knRJi(knR)

gn(t) + (ckn)gn(t) =0,  go(0) =0, g,(0) =

Detta har 16sningen
sin(kyct)
L) = g/ (0)——L
0u(t) = g4 (0)

Svar:

2C sin(k,ct)

- Qpon
H=>" k Jo, = don
u(r,t) 2t bR (knR) ke Jolknr),  kin

4. (a) Problemet kan 16sas med jamnd spegling: funktionen

Ulet) = {n(z,t) (z>0)

n(—zt) (2<0)

uppfyller

Ui(z,t)—DU,,(2,t) =0 (2 € R,t >0), U(x,0) = Nod(z—20)+Nod(z+20) (z € R).

Det har 16sningen

1 2
U(Z,t) = NOG0<Z—Zo,t)+NOG0(Z+Zo, t), Go(Z, t) = \/ﬁe_z /4Dt (t > 0, A R)



enligt formelsamlingen.
Svar:
No
n(z,t) =
(,1) Var Dt

(b) Greensfunktionen G(z,t;2',t') ar lika med 16sningen u(z,t) till problemet

(e—(z—20)2/4Dt + e—(z+zo)2/4Dt) (2> 0,t>0).

ur(2z,t) — Du,,(z,t) = 6(z — 2")o(t — t/) (z>0,t>0),
u,(0,) =0 (t>0),
u(z,0) =0 (z>0).

Problemet kan 16sas med jamnd spegling: funktionen

) = n(z,t)  (z>0)
Uz1) {n(—z,t) (2 <0)

uppfyller

Ui(z,t) — DU,,(2,t) = 0(z = 2")o(t = t') + 0(z + 2")d(t = ) (z e R,t>0),
U(2,0)=0 (z e R),

som har l6sningen
U(z,t) =0(t —t)[Go(z — 20,t — ') + Go(z + 20,t — t)]

med Gy(z,t) ovan (standardproblem i kursen; det hérledes i foreldsningen och i
kursboken; 6(x) ar Heaviside funktionen: #(z) = 1 om = > 0 och f(x) = 0 om
x <0).

Svar:
0(t —t)

G(z,t;2 1) = ——
A D(t — 1)

(67(2721)2/419@4) + e*(”z/)Q“D(t’t/)) (z>0,t>0)

dar 2/ >0, ¢ > 0.

. Problemet ar rotationsymmetriskt: 7' = T(r, t) beror bara pa radien r = \/a? 4+ y? + 22
och tiden ¢t > 0. Problemet lyder

ur(r,t) —a(Au)(r,t) =C (0<r < R,t>0)
0(0,8)] < 0, u(R,H)=0 (t>0) @)
u(r,0) =0 (0<r<R)
dér u(r,t) = T(r,t)—Ty och C = K/pc dér p dr densiteten (i kg/m?) och ¢ virmeka-
pacitiviteten (i J/kg°C) (vi far det fran Q; + V - J = K (kontinuitetsekvationen),

J = —AVT (Fouriers lag) och Q; = cpT; (samband mellan energidensiteten och
temperatur); a = A\/pc ar varmediffusiviteten). Ansatsen

u(r, t) - Z fn<r)gn(t>



ger egenfunktioneran f,(r) och egenvirdarna A, som l6sning till problemet

P+ 2P ) F AR =0, [fO)] <00, f(R)=0.

Detta ger
sin(k,r) 5 T
W(r) = ., A=k2 k,=n—, =1,2,....
fulr) = 220 5 k=
gn-problemet blir da
R 2 R n—1
: p Jy drr*fu(r)C 2C . (—1)12C
gn(t) + ak; g (t) = = — drrsin(k,r) = ————
() () fOR drr2 f,(r)? R Jy ( z K,
(~1)" 1 Rk
med ¢,(0) = 0, som har 16sningen
(_1)71—120 —ak2t
(1) = (1 )

Svar:

= ) 120 a2 Sin(knr) m
iy O i)

Alternativldsningen (sklss): En partikulérlésning f(r) till PDE och RV upp-
fyller

(PP =, [f(O) <00, f(R)=T,
Detta ger

C C C
r2f(r) = —57“3 = f'(r)= 3= f(r)y="T,+ @(R2 — 7).

Ansatsen

T(r,t) = f(r) +ulr,?)
ger ett standard homogent PDE problem f6r u(r,¢) (med homogen PDE och ho-
mogen RV) med begynnelsevillkoret

u(r,0) = T(r,0) = f(r) = To — f(r)

som har l6sningen

,
n=1
C 6R nel 2C n
= ——/ dTTSlIl k' 7’ ( ) _ﬁk‘_g(_l) = a—kz< 1) .
Svar:
= 2C sin(kn,r) _p2

r

C ar)
T(rt) =To+ —(R* = %)+ ) —(=1)" ek, =mn



6. Tiden T liangs vagen ar lika med 7' = [ dt ddr v = ds/dt, dvs.,

ds  Ndr?+r2de2 Ede\/m
v(r) - vor/R 0 r

Vi skall berékna végen r(6), 0 < 6 < /2, sa att r(0) = R, r(w/2) = 2R, och Tr]
ar minimal.

Euler-Lagrange ekvationen till problement kan 16sas med

C /8F 1 ( /)2 \/m r
=7 e _ —

or! 72 3\ r o N2 2
ry/ ()2 + 7 (r)?2+r
(forsta integralen pga F' inte beror pa § — det &r teorikunskap). Detta ger

2
r / /
C? = TR = CH()P +rY) =r =1 =10y

dér Cy = £4/1/C? — 1 &r en konstant (vi byter C' mot Cy). Detta ger

dr(0)

TR Cor(0) = r(0) = C3e“?

med an annan integrationskonstant Cj. Villkoret r(0) = R ger C3 = R. Villkoret
r(20) = 2R ger

2
2R = Re®™? = Cy = = 1n(2).
m

Svar: r(0) = ReM2)%/m = 22%0/7 R () < 0 < 7/2.



